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^ PEÉFACE 

Il en%eiqnemen% donné par cet ouvrage s^adiresse aux 
jeunes gens qui' se destinent aux carrières industrielles. 

Il est surtout théoriques : le lecteur n'y trouvera, ni un 

sxposé systématique des principaux problèmes de méca- 

V nique qui se posent dans Vindustrie, ni une sorte .d^aide- 

^^ mémoire contenant des formules toutes prêtes à Vuti- 

Usaiion, ou des tables de renseignements numériques. 

Mon but est de donner à ces futurs ingénieurs le bagage 
^ qui leur permettra d* aborder la lecture critique des ouvrages 
techniques, oîl ces problèmes sont étudiés ; ils trouveront 
donc dans ce petit livre un énoncé ordonné, sous la forme 
qui m'a paru la plus simple, des lois de la mécanique, 
et la résolution ou V indication d^un eeitain nombre 
d'exercices, qui y sont considérés moins comme buts 
que comme auxiliaires des théories. 

Je me suis le plus possible éloigné de V abstraction : 
les raisonnements portent sur des corps réels ; les liaisons 
sont supposées obtenues par Vun quelconque des guidages 
directs décrits en cinématique appliquée. Les actions 
de contact sont considérées comme des forces proprement 
dites aussi bien que les actions à distance, et non comme 
des forces par lesquelles on pourrait remplacer une liai- 
son. Les contacts sans frottement sont étudiés à titre 
■d* approximation. 

J'ai écarté la représentation des corps par des systèmes 
de points matériels séparés par des intervalles, car elle 
m,' a paru donner à la notion de travail des forces inté* 
Heures une clarté factice, que fai jugée dangereuse» 
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VI PBÉFAC£ 

J^ai cherché à énoncer les lois de la mécanique sous- 
la forme le plus directement a/pplicahle : fai placé à 
la hase, dans ce but, T équivalence à zéro du système 
de vecteurs formé par les forces extérieures et les 
forces d'inertie d'un système matériel. Ce prim^pe 
met immédiatement le lecteur en mesure de résoudre de 
multiples applications ; il a en outre V avantage d^ établir 
nettement la distinction entre les problèrdes de mécanique 
et les problèmes de géométrie auxquels ils se ramènent 9. 
et de préciser les conditions dans lesquelles les opératioM 
élémentaires sur les vecteurs -forces sont légitimes, L& 
principe de Vinertie a été indiqué comme cas parii%^ 
oulier. 

Une place toute spéciale a été réservée à V étude de^ 
forces d'inertie : dans les ateliers, les mécaniciens pré- 
fèrent souvent les raisonnements basés sur les forces 
dHnertie à ceux qui utilisent les théorèmes généraux, 

J*ai traité dans les chapitres relatifs à la statique des 
systèmes quelques problèmes de mouvement, dans lesquels 
les forces d'inertie jouent un rôle secondaire. 

Les différentes grandeurs mécaniques ont été intro* 
duites sans insister sur une justification, qui eût alourdi^ 
le texte,' Je me suis généralement borné à les définir 
par les nombres qui les mesurent {masse, travail, etc.). 

Dans la résolution des exercices, le lecteur ne se fiera- 
pas à un sens de la mécanique, quHl possède sans doute ^ 
imparfaitement ; il s^ efforcera au contraire d^acqu^érir 
ce sens peu à peu, en définissant avec soin les systèmes- 
matériels sur lesquels porteront ses raisonnements, et 
leur appliquant, avec toute la précision possible, les 
lois mises à sa disposition. 

Pour se familiariser avec les systèmes d'unités, le 
lecteur est invité à résoudre les exercices numériques 
et à traduire en chiffres, dans les différents systèmes, 
les résultats des autres exercices : il trouvera, dans la 



PRÉFACE VII 

Hote qui termine le second volume, les renseignements 
nécessaires» < 

c7' ai puisé largement dans les méthodes classiques 
d* exposition ; on trouvera d* autre part nombre d'exercices 
classiques pa/rmi les exercices proposés ou résolus, Wune 
manière générale, fai utilisé tout ce qui m'' a paru devoir 
<ji/pporter un peu de clarté. 

Nota. — J'emploie Vexpression nombres relatifs pour 
désigner les nombres positifs ou négatifs. 

Deux vecteurs égaux, parallèles et de sens différent 
sont des vecteurs opposés. 

Sauf avis contraire, les notations suivantes ont dans 
le texte la signification que j'indique ici : 

Cercle, Sphère : R, rayon. 

Cylindre de révolution : R, rayon de la base ; 2 h, hau- 
teur. 

Cône de révolution : R, rayon de la base; h, hau- 
teur. 

Courbe : R ou c, rayon de courbure. 

a?', x", y', y"..., dérivées premières et secondes de a:, y,... 
par rapport au temps t. 

Élémervt de manière : m, masse x, y, z, coordonnées 
cartésiennes ; r, 6, z, coordonnées cylindre -polaires ; s, 0, tp; 
coordonnées polaires; V ou v, vitesse: J, accélération, 

Système matériel : M, masse; G, centre de gravité. 
;» 'r\, Çy coordonnées cartésiennes de G. 

Système matériel à trois dimensions : p, densité. 

Système matériel à deux dimensions : p, densité super- 
ficielle. 

Système matériel à une dimension : o, densité li- 
néaire. 

Botation d'un solide : w, vitesse angulaire; p, q, r, pro- 
jections BUT trois axes du vecteur-rotation; I, moment 
d'inertie par rapport à Taxe de la rotation. 
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iloie le; abréviations habituelles pour représenter 
éalee plus conrantee : 

■ : m (mètres), dm (décimètres), etn (ceati- 

m (millimètres); km (kilomètresS etc. 

g (grammes), kg (kilogrammes), etc. 

a (secondes), h (houres). 

m. s (mètres à la seconde); km.h (kilomètres 
a). 
lU : kgm (kilogrammètres). 
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PREMIÈRE PARTIE 
GÉOMÉTRIE ET CINÉMATIQUE DES MASSES 



Chapitre I 
NOTION DE MASSE 

1. Masse d'un coips. — A tous les corps de T uni- 
vers on fait correspondre des nombres positifs appelés 
masses, qui possèdent les propriétés caractéristiques 
suivantes : 

1^ La masse M d'un système matériel A est égale 
à la somme des masses m^, mg» ...» m„, de ses parties 

a^y 3i29 •••> ^n • 

^ M = wii + ma + ... + wi» 

2° La masse d'un corps est invariable dans le temps. 

30 Les masses des corps vérifient la loi fondamen- 
tale de la mécanique (§ 64). 

La possibilité de faire correspondre aux corps des 
nombres (masses) possédant ces trois propriétés est 
un fait expérimental. 

Cette correspondance peut se faire d'une infinité de 
façons, suivant l'unité de masse choisie, c'est-à-dire 
suivant le corps auquel on donne pour masse 1. 

Dans le système C. G. S., l'unité de masse est le 
gramme ; dans le système industriel, l'unité de masse 
vaut 9*',81 (note du vol. II). 

2. Densité de masse. — La densité moyenne d'un 

Beghin. — Statique et dynamique. — I. 1 
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e maase m ooonpant un volnnie t> est le quotient 



densité d'un corps en i'un de ses points A est 
ite vers laquelle tend la densité moyenne d'un 
Qoroean du eorpa comprenant le point A h eon 
ur, quand les dimensions de ce petit morceau 

torps hûviogètie a même densité en tous ses points. 
densité, sa masse, son volume sont liés par la. 



ableau suivant donne tes densités de masse d'un 
. nombre de oorps dans le système C. G. S. 
it aussi les densités par rapport à l'eau) : 
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iensilé superficielle d'une lame de masse i 
ace «.d'épaisseur négligeable, se définit de mêi 



ensiti linéaire d'uu fil de masse m, do longueur i, 
;ion négligeable, se définit do même par ia for- 
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3. Symétrie matérielle. — On dit qu'un corps 
(volume» surface ou ligne) admet un pian P, un axe D» 
ou un centre O de symétrie matérielle, si la région 
occupée par le corps admet le plan de symétrie P, 
l'axe D ou- le centre de symétrie 0, et si de plus la 
densité (de volume, superficielle ou linéaire) en deux 
points symétriques est la même. 

Un corps (volume, surface ou ligne) qui admet un 
plan, un axe, ou un centre de symétrie matérielle, 
peut être décomposé en éléments deux à deux symé- 
triques de même masse, puisqu'ils ont même volume, 
même aire ou même longueur, et même densité. 

(Dette définition s'étend à la symétrie oblique, maté- 
rielle. Je rappelle que la symétrie oblique par rapport 
à un axe D» pa/rallèlement à un plan F, fait correspondre 
à tout point M un point M' tel que MM' soit parallèle 
à P et ait son milieu sur D. 

La symétrie oblique par ra/pport à un pla/n P pàrallè- 
lemeni à une droite D fait correspondre & tout point 
M un point M' tel que MM' soit parallèle à D et ait 
son milieu dans P. 

Un corps à trois dimensions, qui admet un axe ou 
un plan de symétrie oblique matérielle, peut être 
décomposé en éléments deux à deux symétriques de 
même masse, puisqu'ils ont à la fois même volume et 
même densité. 

Cette propriété est vraie pour une surface plane 
ayant un axe de symétrie oblique, mais elle ne s'ap- 
plique pas, en général, aux surfaces et aux lignes, 
car, dans une symétrie obUque, deux éléments de 
surface homologues n'ont pas même aire, deux arcs 
de courbe homologues n'ont pas même longueur. 

Ces considérations sont utUisées pour la recherche 
des centres de gravité (ch. 11). 



Chapitre II 
CENTRES D'INERTIE OU DE GRAVITÉ 
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4. Définition. — Le centre d'inertie ou de gra/vité 
d'un système matériel est, par définition, le harycentre (^) 
des petits éléments qui le constituent, chacun d*eux étant 
affecté d'un coefficient égal à sa masse (*). 

(1) Voir B. Bbicard, Cinématique^ note I. 

(2) Cette décomposition d'un corps en n petite éléments 
matériels est arbitraire ; elle est purement géométrique et 
ne correspond en rien à une hypothèse sur une décomposi- 
tion effective du corps en éléments de nature différente, 
ou séparés par des intervalles. 

La définition donnée du centre d'inertie n'est qu'appro- 
chée; une définition plus précise serait : 

Le système matériel donné étant supposé décomposé en 
n petits morceaux de masses m^, m^, ..., m», n points a|« 
a^, ..., a» étant choisis arbitrairement à l'intérieur de ces 
n morceaux, le centre d'inertie ou de gravité est la limite 
— quand les dimensions des morceaux tendent vers zéro leur 
nombre n augmentant indéfiniment — s du barycentre de 
ces n points, chacun d'eux a,- étant affecté d'un coefficient 
égal à la masse correspondante m,. 

Les formules (1) donnant les coordonnées |, y), 2^ du centre 
d'inertie, devraient alors, pour plus de précision, être modifiées 
par substitution aux sommes ï:(m), '^(mx), ^{my), '^{rm), 
des intégrales de volume, de surface ou de ligne, qui en sont 
les limites. 

Pour simplifier l'exposition, je me bornerai à utiUser la 
définition approchée donnée dans le texte et les formules (1) 
qui en sont la traduction. Ces formules donnent d'ailleurs 
les coordonnées du centre d'inertie avec toute l'approxima- 
tion qu'on veut : il suffit que les morceaux soient pria sufû- 
.samment petits. 

Pour éviter l'introduction d'intégrales, j'opérerai de même, 
dans toutes les questions analogues, moments d'inertie, 
quantités de mouvement, forces d'inertie, etc. 
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Des vecteurs parallèles et de même sens, proportion' 
nels aux masses, a/ppliqués à ces petits éléments, équi- 
valent à un vecteur unique passant par le centre d^ iner- 
tie, qui est le centre de ces vecteurs parallèles. 

Si le système matériel est supposé décomposé en 
n éléments, de masses mi, m^, ..., w», ayant respective- 
ment pour coordoniiées {Xi, y^, Zy), (ajg, y^, Zz), .../ 
(^n» Vw ^n)i les coordonnées du centre d'inertie sont 
données par les formules suivantes de la théorie des 
vecteurs 0)î 

Dans ces formules,, la notation 2 {mx) représente la 
somme m^Xi rf ^^x^ + ... + m^Xn, et S (m) représente 
la masse M du corps. 

La locution centre d'inertie s'emploie pour tous les 
systèmes matériels. La locution centre de gravité s'emploie 
uniquement pour les systèmes matériels à la surface 
de la terre, elle ne s'emploie pas en mécanique céleste. 
Dans les généralités, j'emploierai indistinctement l'une 
ou l'autre de ces locutions. 

5. Théorème. — On ne change pas le centre de gra- 
vtté d'un système matériel en concentrant les masses 
de certaines de ses parties en leurs centres de gravité 
respectifs. 

Car on ne change pas le baryoentre d'un système de 
points en remplaçant certains d entre eux par leur bary- 
centre affecté d'un coefficient égal à la somme des coef- 
ficients des points remplacés. 

, 6. Moment d'un système matériel par rapport à 
un plan. — On appelle ainsi le produit de la masse du 
système par la distance de son centre de gravité au plan. 
Les formules (1) se traduisent, au moyen de cette défi- 
nition,, par l'énoncé suivant : 
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Le moment d'un Systems matériel 'par rapport à un 
plan est égal à la somme des moments de ses parties, 

7. Symétrie matérielle. — 8i un système matériel 
(volume, surfaee ou ligne) admet un pla/n, un axe, ou un 
centre de symétrie matérielle (§3), son centre de gravité 
est dans le plan, sur Vaxe ou au centre de cette symétrie. 

Deux éléments symétriques ont, en effet» même vo- 
lume, donc même masse, de sorte que le centre de gra- 
vité du système qu'ils forment estdansleplan, sur Taxe 
ou au centre de symétrie. L'apjplication du § 6 à tous 
les couples d'éléments symétriques qui constituent le 
système donné permet de concentrer toute la masse 
dans le plan, sur l'axe, ou au centre de symétrie; la pro- 
position en résulte. 

8. Symétrie oblique. — 8i un corps à trois dimensions 
admet un plan, ou un axe de symétrie oblique matérielle, 
son centre de gravité est dans le plan, ou sur Vaxe de cette 
symétrie. 

Si une surfasse plane admet un axe de symétrie oblique 
matérielle, son centre de gravité est sur cet a^e. 

Même démonstration qu'au paragraphe précédent, 
doux morceaux symétriques ayant même masse ( § 3). 

Ces propositions ne peuvent être étendues & des sur- 
faces ou à des lignes, en dehors du cas qui fait l'objet 
du second énoncé, car ( § 3) deux éléments symétriques 
n'auraient pas même masse. 

9. Détermination du centre de gravité d*un corps. — 
Pour un assez grand nombre de corps homogènes ayant 
une forme géométrique simple, une application élé- 
mentaire des §§ 5, 6, 7, 8 suffit à la détermination du 
centre de gravité. Le lecteur connaît les propriétés 
suivantes : 

Un parallélogramme, un polygone régulier, un eereUt 
UTie ellipse (surface ou contour), un parallélépipède, un 
polyèdre régulier, un cylindre de révolution, une sphère. 
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uu elUpsoïde (volume ou surface) ont pour centre de 
gravité leur centre de figure ( § 7). 

Un pristne, un eylindre à bases parallèles (volume) ont 
même centre de gravité que Faire de la section équidîs- 
tante des bases. 

Une plaque triangulaire a son centre de gravité au 
point de concours des médianes ( § 8). 

Une pyramide, un cône (volume) ont même centre de 
gravité que Taire de la sectioa parallèle à la base faite 
au quart de la hauteur à partir de la base. 

La projection oblique ou orthogonale du centre de gra- 
vité d'une aire plane est le centre de gravité de Faire 
projection. 

Dans d'autres cas, ces considérations élémentaires ne 
suffisant plus, des intégrations sont nécessaire.'). Ainsi, 
pour une ligne matérielle, la masse M et les moments 
M:, My|, M^ par rapport auz plans de coordonnées sont 
respectivement les intégrales des masses élémentaires p ds 
et des moments élémentaires ^xds, ^yds, ^eds. 

Pour une surface matérielle^ ce sont les intégrales des 
quantités pe}^, ^wd^» ^ydfs, ç>zdi. 

Pour un vohimet ce sont les intégrales des quantités 
p dî?, p » (ît;, p y dv, p « dv. 

S'il s'agit de corps homogènes^ on peut faire p == 1. 

Oea calculs présentent souvent des simplifications : 

Par exemple, une aire plane homogène, limitée à un 
contour o (ôg. 1) dans le plan o^ y^ peut se décomposer 
en petites bandes par des parallèles à ^; si i/, — y^ et 
d^ sont les dimensions de Fune d'elles, son aire et ses 
moments par rapport à Oa; et 0^ saut respectivement 

tégrer de a à &. 

Une surface homogène de révolution autour de Oz peut 
se décomposer en petits anneaux par des plans parai- 
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lèles h xOy, Si r est le rayon de l'un d'eux, ds sa lar- 
geur, son aire et son moment par rapport et, x Oy sont 

respectivement 2 7crd8 
et 2Tzrzd8. 

Un volume homogène 
de révolution autour de 
Oz se décompose on 
disques circulaires dont 
le volume et le mo- 
ment par rapport à 
xOy sont respective- 
ment Ttr'^dz et Tzr^edsr. 
Il suffit d'intégrer de 
la cote minimum a à 
la cote maximum 6. 

Lorsqu'on veut dé- 
terminer à Vavcmce la 
position du centre de 
gravité d'un corps dé- 
fini sur dessin, on ima- 
gine le corps décom- 
posé en n parties séparément homogènes, dont on 
cherche la masse et le centre de gravité. Le centre de 
gravité du corps s'obtient en ajoutant les n masses, 
d'une part, et, d'autre part, les n moments par rapport 
à trois plans simples ( § 6). 

On utilise aussi les méthodes de la statique graphique. 

S'il s'agit d'un corps déjà construit, la recherche du 

centre de gravité peut se faire expérimentalement, en 

équDibrant le poids du corps par des forces connues 

(vol. II, ex. 243). 

Ex. 1. I^e centre de gravité G d*un arc de cercle AB 




(AOB = 29) est à une distance du centre OG = K 



sinQ 



Le 



1 

centre de gravité g du secteur circulaire AOB est à une dis- 
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tance du centre Og = - R— r — (décomposer en secteurs élé- 

mentaires de sommet O). 

JSx4 2. Le centre de gravité d*un arc d*hélice tracé sur un 
cylindre de révolution est sur le rayon du cylindre aboutissant 
au point milieu de l'arc; sa projection sur lé plan de base du 
cylindre est le centre de gravité de l'arc de cercle projection 
de rare d'hélice. 

Sx, 3. Montrer que le centre de gravité de Taire comprise 

entte la parabole y = )j2px, son axe OA, et la corde per- 

3 
pendiculaire AB (à? = o), a pour coordonnées ^ =^z^; 



r^ = ~ 6 (6 = AB). (On la décomposera en bandes minces 

parallèles à O^). 

Ex, 4, Montrer que Taire d'un triangle a même centre de 
gravité qu'un système formé de trois masses égales placées 
aux trois sommets. 

Ex, 5, Montrer qu'un quadrilatère a même centre de 
gravité que le système formé par 4 masses égales placées aux 
4 sommets et une masse négative, égale en valeur absolue 
aux précédentes, placée au point de concours des diagonales. 

Ex, 6, Déterminer le centre de gravité des aires repré- 
sentées (fig. 2) en fonction de leurs différentes dimensions. 

Ex, 7. Déterminer le 
centre de gravité de Taire 
intérieure à un contour c 
( âg. 1) tracé sur une 
feuille de papier miUi- 
métré. On prendra pour 
axes Ox et Oy ^eux lignes 
du quadrillage. Les lignes 
parallèles à O^ décou- 
pent Taire en minces 

bandes, qu'on assimilera à des rectangles. Montrer que la 
somme des mesures en mm de toutes les cordes interceptées 
par le contour sur ces lignes représente une valeur appro- 
chée en mm* de Taire donnée. Tracer ensuite le contour 

déduit de g par la transformation X = ar, Y = ^ ; Taire 

intérieure à C représente une valeur approchée du moment 
de Taire donnée par rapport à Ox ; on la calculera comme il 
vient d'être dit. 




Fig. 2. 
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Ex. 8, Pour mesurer Taire intérieure au contour C, 
on peut faire la somme des mesures en mjn des cordes inter- 
ceptées sur les lignes du quadrillage parallèles à Ooe* Or> la 
longueur de ces cordes n'est pas aifectée par la trans- 

formation X = a;, Y = ^' qui devient alors inutile. Montrer 

que le moment par rapport à Oo; de Taire donnée, intérieure 
à c, peut s'obtenir de la manière suivante : Tracer une fois 
pour toutes, sur une feuille de papier iransparerU, un faisceau 
de parallèles dont les distances èk Tune d'elles A soient, en 
mm, 

\l2 9 sjï i }/E , ^5 » ••• > V^2fc , .... 

Appliquer A sur Ox ; la somme des mesures en mm des 
cordes interceptées par le contour donné c sur ces parallèles, 
représente la mesure en mm' du moment cherché par rap- 
port à» Ox. 

Ex. 9. Déterminer le centre de gravité des aires de révo- 
lution suivantes : Surface latérale du cône de révolution 
(tiers de la hauteur à partir de la base)* du tronc de cône ; 
zone aphérique (miUeu de la hauteur) ; système formé par une 
calotte hémisphérique et son cercle de base (tiers de la hauteur) \ 
parabololde limité au parallèle dont le plan contient le foyer 
(fraction 0,528 de la hauteur, à partir du sommet). 

Ex. 1 0. Même question pour la portion de Tune quelconque 
de ces surfaces comprise entre deux; plans méridieiis. 

Ex, 11. Déterminer le centre de gravit«é des volumes sui- 
vants : volume compris entre un parabololde de révolution 
et un plan normal à Taxe (tiers de la hauteur à partir du plan) ; 
volumes engendrés par un segment de cercle, par un secteur 
circulaire^ tournant autour de leur axe de symétrie. 



Chapitre III 
MOMENTS D'INERTIE 

10. Définition. • — Le moment d'inertie à" un système 
matériel par rapport à un plan P, une droite A ou un 
point 'O est, par définition, la somme 

I = miTi» + maTz* + — + ^nfn^ = S (mT*), 

obtenue en multipliant la masse de chaque élément 
matériel du système par le carré de sa distance à P, 
à A ou à 0, et ajoutant les produits ainsi formés 
[§4, notert]. 

Le moment d'inertie par rapport» à une droite A 
se désigne souvent par la notation 

I == MKS 

M désignant la masse totale ; K, qui représente évidem- 
ment une longueur, s'appelle rayon de giration du 
système par rapport à A. C'est la distance à laquelle 
il faudrait placer un élément matériel de même masse M, 
pour qu'il ait même moment d'inertie, par rapport à A, 
que le système donné. 

11. Exemples. — Moments d'inertie par rapport aux 
planés de coordonnées supposées rectangulaires : 

Sma;* ; ^my^ ; Xm«^ ; 
moments d'inertie par rapport aux axes de coordonnées : 
A = Sm(î/« + ;5'*) ; B = l}m{2^ + a?') ; C = Sw(ic« + y^) ; 

moment d'inertie par rapport à V origine : 

Sm (a?« + 2/* + ^*)- 
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12. — Produits d'inertie. — On définit d'une manière 
générale des produits d'inertie. 

D = ll[myz)y E = ll(nizx), F = S(mxy) 

sont les produits d'inertie correspondant aux plans 
de coordonnées associés deux à deux. Ce sont les seuls 
produits qu'on aura l'occasion de rencontrer ici. 

13. Propriétés. — 1° La somme des moments d'inertie 
d'un système matériel par ra/pport à deux plans rectan- 
gulaires est égale au moment d* inertie par rapport à 
leur intersection : 

S(ma;«) + i:{my^) = ^m{x* + y*), 

2° La somme des moments d'inertie d'un système 
matériel par ra/pport à trois pla/ns rectangulaires est 
égale a/u moment d'inertie par ra/pport àf leur point de 
rencontre : 

S(mic«) + S(m2/*) + S(m;e«) = Sm(i» + y» + z^). 

Ex, 12. Montrer que les moments d'inertie d*un cerceau 
par rapport à son centre, d'une lame cylindrique de révolu- 
tion par rapport à son axe, ont pour valeur MR*. En déduire 
que le moment d'inertie d'un cerceau par rapport à un dia- 
mètre, ou d'une lame cylindrique par rapport à un plan dia- 

MR* 
métrai est — „— ; le moment d'inertie d'une sphère creuse 

2MR* 

par rapport à un diamètre est — 5 

o 

14. Moment d'inertie par rapport à une droite variable 
de direction fixe. — Le moment d'inertie 1 d'un système 
matériel par rapport à une droite A est égal a/a moment 
d'inertie lo du système par rapport à la droite parallèle Ao 
issue du centre de gravité, augmenté du moment d'inertie 
qu'aurait toute la masse M, par rapport' à A, si elle était 
concentrée au centre, de gravité : 

I = lo + Md» 
(d distance du centre de gravité à la droite A). 
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Soient Gx, (pry, Gz trois axes rectangulaires issus 
du centre de gravité, Gz parallèle à A. 
Les équations de la droite A sont 

X = a ; y = h. 

Le moment d'inertie I par rapport à A est 
I = i:m[{x — a)^ + (y — h)^], 

ou, en développant, 

I = Sm(a;* -f t/«) — 2a S(ma;) — 26 S(mt/) +M.(a»+fe«). 

C'est la formule de l'énoncé, si Ton remarque que 
S {mx) et 2 (my) sont nuls, G étant centre de gravité 
[§ 4, formules (1)]. 

Ce théorème met en évidence la variation du moment 
d'inertie I, lorsque la droite A varie sans changer de 
direction : I varie dans le même sens que d ; il est 
minimum quand la droite A passe par G {d = 0). 

Ce théorème s'applique sans modification aux 
moments d'inertie d'un 
système par rapport à 
deux plans parallèles 
dont l'un passe par G, 

15. Moment d'inertie 
par rapport à une droite 
variable; issue d'un point 
fixe. — Ox, Oy, Oz étant 
trois axes rectangulaires , 
isstt^ du point fixe donné 
O (fig. 3), le moment dH- Fig. 3. 

nertie I d^un système ma- 
tériel par rapport à une droite OA, de cosinus directeurs 
a> ,8» Y» « pour expression 

(1) I = Aa« + Bp* + Cya — 2D^y — 2EYa — 2Fap 

(notations § 11, § 12). 
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En effet, la distance MP du point de coordonnées 
cartésiennes x, y, sf, & la droite A, est donnée par la 
formule (*) 

(2) MP* = (^z — Yy)« + (yoî — oiz]^ + (ay — ^)^, 

Développant Texpression de 1 = 2 (mMP*), j'ob- 
tiens 

(3) I = a«2m(t/«+i&a) + ^*lm{z^+x*) + Y*2;w(«»-fy«) 
— 2,Qy Z(myz) — 2-^ol Ié{mex) — 2ap ^{mxy). 

C'est la formule à établir. 

16. Ellipsoïde d^inertie. — La représentation géomé- 
trique suivante met en évidence la variatio\i de I, 
quand la droite \ tourne autour du point : 

Je porte sur A, de part et d'autre de (fig. 3), 

(4) OQ = OQ' = i= ; 

vi 

rétudo de la surface, lieu do Q et Q', met en évidence 
la variation de I ; or les coordonnées de Pun de ces 
deux points Q, Q' sont 

Tirant a, ^, y de ces trois relations, et portant dans 
réquation (1), j'élimine en même temps I, et j'obtiens 
la surface du second ordre, définie par l'équation 

(0) AX2 + BY* + CZa_2DYZ-^2EZX~2FXY« 1. 

C'est le lieu des points Q et Q'. 

Cette surface a pour centre l'origine, d'après sa 
définition même (OQ = OQ'). Elle n'a pas en général 



(1) Cette distance est éyidemment égale au moment par 
rai)port au point M d*un vecteur unitaire porté par A, vec- 
t(3ur qui a pour projections sur les axes, a, p, y. 
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de points à l'infini (*); c'est un ellipsoïde. On l'appelle 
ellipsoïde d'inertie relcUif au point 0. 

A chaque point de l'espace correspond, pour un 
système matériel donné, un ellipsoïde d'inertie ; ces 
ellipsoïdes ont des formes et des orientations différentes. 

L'ellipsoïde relatif au centre de gravité s'appelle 
ellipsoïde central, 

17. Axes et plans principaux d'inertie. — Tout axe 
ou plan de symétrie de 1* ellipsoïde d'inertie relatif au 
point s'appelle axe ou plan principal d'inertie au 
point 0.. Les moments d'inertie par rapport aux axes 
principaux sont les moments principaux d'inertie au 
point 0. 

Les plans perpendiculaires, au point O, aux axes 
principaux en ce point sont les plans principaux au 
point (2). 

Un ellipsoïde admet toujours trois axes do symétrie, 
formant un trièdre trirectangle; dans certains cas par 
ticuliers il en admet davantage (§ 19). 

18. Équation réduite. — Si Ton prend comme axes 
do coordonnées ces trois axes principaux d'inertie 
au point 0, l'équation de l'ellipsoïde se réduit à 

AX» + BY« + CZ« = L 



1 

" (1) En effet, OQ = -- ne peut devenir infini que s'il existe 

une droite OA correspondant à un moment d'inertie nul. Ce 
cas ne peut se produire que si les éléments matériels qui 
constituent le système sont tous sur une même droite issue 
de O (baguette rectiligne de section négligeable). La surface 
lieu de Q et Q' est alors un cylindre de révolution, comme on 
le vérifie facilement en supposant, par exemple, la baguette 
placée suivant Oz, 

(2) On déinont»*e en géométrie élémentaire que, si une 
figure admet un centre de symétrie O et un axe de symé- 
trie A issu de O, elle admet aussi un plan de symétrie per- 
pendiculaire à A au point O. 
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" produits d'inertie D = 2(myje), E = 1,(vigx), 
{mxy) relatifs à ces axes sont donc nule. 
preesion du momout d'inertie par rapport A une 
OA, de cosinus directeurs et, [1, y, se réduit 
ïvec ces axes particuliers, à 

I = Aa' + Bp' + Ct'. 

Cas particuliers, — 1° Ox, Oy, Os étant ases 
laux d'inertie, au point O, d'un système ma- 
si les moments principaux d'inertie relatifs à 
lo oea aies (O» et Oy) sont égaux 



DÏde est do révolution autour du troisième axe 
ar son équation est 

A(X' + Y') -f CZ' = 1. 
ystème matériel admet une infinité d'axes prin- 

au point O, savoir : l'axe de révolution et tous 
imètres du plan de l'équateur. 
noment d'inertie par rapport à une droite OA 
; l'angle â avec l'axe de révolution Os est donné 

formule 

= A(ï» + p*} + Cy' = A ain» + C ces* 9. 

Ox, Oy, Os étant axes principaux ^'însrtie, 
int 0, d'un ayatème matériel, si les moments 
laux d'inertie sont égaux 



oïde au point est une splière- 

A(X> I Y' I Z') = 1. 
nomeitt d'inertie est le même par rapport à toute 
issue de : 
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Toute droite issue de est axe principal d'inertie 
au point 0. ' 

Ex. 13, Pour que Taxe des e soit axe principal dlnertie 
an. point O, il faut et il suffit que les deux produits d'inertie 
jy ^ ïl{my z), "E *" Y{m z x) soient nuls. (On exprimera 
que la surface représentée par l'équation {6) admet Oz pour 
axe de symétrie). 

Ex. 14. Une droite arbitraire n'est en général axe principal 
en aucun de ses points. Une droite, axe ^principal en un de 
ses points, n'est axe principal en aucun autre de ses points. 
Exceptionnellement» les axes de l'ellipsoïde central sont 
axes principaux en tous leurs points. 

20. Symétrie matérielle. — Il est évident que, si 
un système matériel admet un plan ou un axe de 
symétrie matérielle passant par 0, ce plan, ou cet axe, 
est plan ou axe principal d'inertie au point 0. 

Ainsi l'ellipsoïde central d'une sphère, d'un cuhe, 
d'un polyèdre régulier homogènes est une sphère. 

L'ellipsoïde d'inertie d'un corps homogène de révo- 
lution en un point de son axe est de révolution. 

21. Moment d'inertie d'un système plan. — L'ellip- 
soïde d'inertie relatif à un point O du plan P, qui 
contient le système matériel donné, admet ce plan P 
comme plan de symétrie. Je prends comme axes 
de coordonnées les trois axes principaux au point 
(Ox et Oy dans le plan, Oz perpendiculaire). L'équation 
de l'ellipsoïde est 

AX« + BY« + CZ» = 1, 
avec A = Iimy\ B = Smic*, C = Sm(a;* + y^). 

On a C = A + B, de sorte que l'ellipsoïde est dé- 
terminé dès qu'on connaît l'ellipse 

AX« + BY« = 1, 
suivant laquelle il est coupé par le plan P. Cette eDipse 

Beghin. — Statique et dynamique. — I. 2 
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s'appelle ellipse d* inertie relative au point 0. L'ellipse 
relative au centre de gravité est V ellipse centrale. 

Ex» 15. On ne change pas les moments d'inertie d'une 
plaque plane par rapport aux différents points de son plan 
en concentrant sa massç M en deux points Ap A^, en ligne 
droite avec son centre de gravité G ; l'un de ces points est 
arbitraire : 

(M.GÂj.GÂâ = — I ; Mi.GAj= — Mj.GÂa = — --L- 

I moment d'inertie en G). 

Ex, 16, On ne change pas les moments d'inertie d'une 
plaque plane par rapport aux différents points de son plan, 
en concentrant sa masse en trois points en ligne droite ave s 
son centre de gravité. Deux de ces points, et la masse corres* 
pondant à l'un . d'eux, sont arbitraires. 

22. Calcul des moments d'inertie. — En dehors des 
cas tout à fait particuliers qui fpnt l'objet de F ex. 12, 
le calcul du moment d'inertie d'un corps par rajpport à 
une droite A se fait par intégration (^). 

Ce calcul peut se faire directement; en peut aussi uti- 
liser les propriétés établies (§ 13 à § 21). 

La connaissance des six coefficients A, B, C, D, E, F 
de l'équation de l'ellipsoïde central détermine, sans nou- 
velle intégration (§ 14 et § 16), le mbment d inertie du 
corps par i apport à toute droite dé 1 espace; si certaines 
symétries matérielles mettent en évidence les axes de 
cet ellipsoïde, ces six coefficients se réduisent à trois, 
A, B, C(§ 18). 

Je rappelle les résultats suivants donnant les moments 
d'inertie de quelques corps homogènes de forme simple : 

Cylindre de hauteur h par rapport à son plan de base, 
ou cylindre de hauteur 2 h par rapport au plan équi- 

distant des deux bases : M — - 



(1 j Voir P. MoNTEL, Éléments de calcul intégral ; S. Lattàs, 
Calcula numériques et graphiques. 
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Baguetts rectiligne, de longueur a, par rapport à une 

extrémité, ou baguette rectiligne, de longueur 2 a, par 

a* 
rapport à son milieu : M ■— • 

Rectangle^ de côtés a et b, par rapport à ses côtés, ou 
rectangle, de côté^ 2 a et 2 6, par rapport à ses axes de 

symétrie : M — > M --• 

I^araUélépipède rectangle, d'arêtes a, b, c, par rapport 
aux plans de ses faces, ou parallélépipède rectangle, 
d'arêtes 2 a, 2 b, 2 c, par rapport à ses plans de sy- 
métrie : M — > M—» M — - 

o ô o 

Cube d'arête 2 a, par rapport à toute droite issue de 

a* 

son centre : 2 M -- (l'ellipsoïde central est une sphère). 

«5 

Cylindre de révolution ou disque circulaire, par rapport 

R« R2 
à son axe : M — ; M —- > par rapport à un plan passant 

par Taxe. 

R«' 
Sphère, par rapport à son centre : 3 M — - ; par rapport 

5 

à un diamètre : 2M---; jar rapport à un plan diamé- 

5 

R* 
tral : M -— — 
5 

Plaque triangulaire, de hauteur h, par rapport à sa 

base: M Ç. 
6 

h^ 
Cône, de hauteur^, par rapport au plan de base : M — ■• 

Le moment d'inertie, par rapport h Ox, d'une aire 
plane limitée à un contour c dans le plan xOy (§ 9, 
fi g' 1) peut s'obtenir en décomposant cette aire en petites 
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) par des parallèles à Oy; la moment d'iaertie de 

e ces bandes est p ( - — \ dx. Il suffit ensuite 

Ter de a Si h. 

aoment d'inertie d'ane surface ou d'un volume de 
ion, par rapport à l'axe ou à un plan perpeadi- 
, se caloule en décomposant la surface en petits 
IX dont les moments d'inertie cherchés sont 
dt et f2itrz'da, le volume en petits disques oir- 
B dont les moments d'inertie cherohés sont 

er, p TU r' s' ds { g 9). 

acteur s'exercera à déduire de ces résultats le mo- 
l'inertie de l'un quel(^onq^e de ces corps par rap- 
telle droite, tel plan, ou tel point qu'il se donnera, 
nt numériquement lea dimensions, la densité, le 
6 d'unités (voir, p. ex., exercices 17 et 26). 
lynamîque du solide (vol. II, eh. XIX) fournit 
yen de déterminer expérimentaieïnent le moment 
ie d'un solide invariable par rapport à une droite. 

7, Un cerceau a 1" de rayon et pÈHe 16i par cm; 

r que ses moments d'inertie par rapport à l'un de 

ita, par rapport è, l'une de aea tangent«s, sont res- 

ment 1,92 et 1.44 dans le système Industriel. 

8- Montrer sans calcula c^tie la conique qui coupe en 

rtJes égaler chacun des cûiés d'une plaque triangulaire 

LOth6(Jqne à l'ellipse centrale de cette plaque. 

'9. nétcrminer lea ollipsea centrales d'inertie- des 



! (flg. i). Cette déterminaUon 
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est utile pour étudier la résistance de poutres ayant pour 
sections les aires représentées. 

Ex, 20, L'ellipse centrale d'une plaque élliplique homogène 
est homothétique à l'ellipse contour de la plaque. (La con- 
naissance des moments d'inertie d'un disque circulaire donne 
sans intégration ceux d'une plaque elliptique.) 

JSx* 21. Montrer qu'il existe» sur l'un ou l'autre des axes 
de l'ellipse centrale d'une plaque plane, deux points M^Mg 
tels que l'ellipse d'inertie correspondante soit un cercle. 
En déduire que les axes principaux d'inertie en chaque point 

O du plan sont les bissectrices de l'angle MjOMi. 

Ex. 22, Toute droite située dans le plan d'une plaque plane 
est axe principal d'inertie en l'un de ses points O ; appliquer 
l'ex. 21 à la construction de ce point. 

Ex, 23, Deux axes Ox, Oy étant tracés, on obtient le mo- 
ment d'inertie par rapport à Ox d'une plaque homogène limitée 
à un contour c dans le plan xOy, en effectuant sur la courbe c 

la transformation X = «, Y « ~ » et calculant la masse d'une 

«5 

plaque de même densité superficielle limitée au contour O 

ainsi obtenu (comparer l'ex. 7). 

Ex, 24, Tracer un contour arbitraire sur une feuille de 

1 
papier millimétré : c'est le dessin à l'échelle - du contour 

5 

d'une plaque plane pesant 7» par cm*. Calculer efEective- 
ment, par la méthode précédente, la valeur dans le système 
G. G. S. du moment d'inertie de la plaque donnée, par rap- 
port à une droite A dessinée suivant l'une des lignes du qua- 
drillage. (On sera conduit à multiplier par 7 x 6,25 la me- 
sure en mm* de l'aire intérieure à C.) 

Ex, 25, Tracer sur une feuille de papier transparent un 
faisceau de parallèles dont les distances à l'une d'eUes A 
soient en mm. 

(Dans les régions où ces parallèles sont trop serrées, les tracer 
de 5 en ô, de 10 en 10, même de 100 en 100.) Appliquer A sur 
Ox ; la somme des mesures en umi des cordes interceptées 
sur ces parallèles, par le contour c dessiné en vraie gran- 
deur, représente après multiplication par la densité superfi- 
cielle (en g. par mm*) la mesure, dans le système d'uni- 
tés (g., mm.), du moment d'inertie de la plaque donnée par 
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l Oz. Foaaer de là au syslèmo C. Q. S. (comparer ex. 8). 
!, Le. moment d'inertie d'un cône de rétiotuiion homo- 
1 0,6Hft* par rapport an plan parallèle è, sa base 
T le sommet, 0,3 MB' par rapport i, l'axe de révolu- 
5 M{B' + 6h*) Hin'a pOT rapport & une génératrice 
angle au sommet). 

solde d'inertie relatif au sommet est une sphère 
ih ; l'ellipsoïde central est une sphère ti h = 2 'R. 
Ion : les trois quantité précédentes pour un côn« 
1 (R = IS'", h = aO") ont pour valeurs dans le sys- 
usttiel 0,098 ; 0,0276 ; 0,058. 
'. Le moment d'inertie d'un tore par rapport à son 

d{ R' H — —) (" rayon du cercle générateur, B 

i cPFcle décrit par son centre). En prenant R comme 
! gication, on commet une erreur relative de - -^i , 



S. Trouver un ellipaoîde homogène ^yant mSine 
d'inertie, par rapport à tout axe, qu'un corps donné 

je de Legendre). 



Chapitre IV 
FORCE VIVE. ÉNERGIE CINÉTIQUE 



23. Définition. — La force vive à V instant t d'un élé- 
ment de matière en mouvement, par rapport à un 
trièdre de référence Oxyz^ est le produit mt* de sa 
masse par le carré de sa vitesse (^). 

La jorce vive d'un système matériel en mouvement 
est la somme des forces vives de ses éléments [§ 4, 
note (*)] î on la désigne souvent par la notation 2T : 

2T = 2:(mt«) . 
La demi -force vive T s'appelle énergie cinétique : 

T = --2(mi«\ 
2 

24. Expression analytique. — Les axes de référence 
Oa?, .Oy, Oz étant rectangidaires, la force vive d'un 
élément matériel a pour expressions 



m 



[(S)*+ (!)"+ (î)1 ("^^'^- «^^t^«i^^^^«)- 



V 



(1) Le nom de force vive qu'on donne à l'expression mv* 
a été introduit par Leibnitz (1646-1716), qui l'appelait ainsi 
par opposition avec la force morte, pression exercée par un 
corps immobile. Il est superflu de mettre en garde le lecteur 
contre cette dénomination qui n'a qu'un intérêt historique. 
La grandeur représentée par l'expression mv^ et la grandeur - 
force sont de nature absolument différente, en particulier, 
leurs dimensions sont différentes. 
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m 



m 



[(S)* + *■' (S)' + (I)'] ^'^'''^- «yJi^dro-polaires). 

25. Translation d'un solide Invariable. ^^ La force 
vive d'un solide de masse M animé d'une translation 
(instantanée ou proprement dite) de vitesse V est 

S(mv») = MV», 

puisque tous les éléments du solide ont la vitesse V. 

26. Rotation d'un solide invariable autour d'un axe. 

— La force vive d'un solide animé d'une rot^ation 
(instantanée ou proprement dite)'de vitesse angulaire co, 
autour d'un axe A, est 

S(mv*) = lo)*. 

En effet ^(mv^) = S(ma>«r^), = (o*S(mr«), r désignant 
la distance d'un élément du solide à l'axe A. 

27. Rotation d'un solide invariable autour d'un point. 

— La force vive d'un solide mobile autour d'un point 
fixe (fig. 5) a pour expression 

2T = Ap» + Bq* + Cr* ^ 2Dqr — 2Erp — 2Fpq, 

p, q, r désignant les projections, sur des axes rectan- 
gulaires quelconques Oa;, Oy, Oz, fixes ou non, issus 

du point 0, do la rotation instantanée w à l'instant 
considéré. 

En effet (i), la formule 2T = Iw» (§ 26) s'applique. 
Le moment d'inertie I par rapport à l'axe instantané de 
rotation est donné par la formule (1) du § 16 : 

I = Aa» + Bp» + Cy* -— 2I>^^ — 2EYa — 2Fap. 
(1) Voir R. Bricard, Cinématique, {5 21. 
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= aw, q = Pto), 




Miiltipliant par w et remarquant que p 
r = yo), j'obtiens la for- 
mule à établir. 

28. Cas particulier. — 
Si les axes Ox, Oy, Oz 
sont les axes principaux 
d'inertie au point fixe, 
la formule se simplifie 
et se réduit à 

2T = Ap« + Bq«-+ Cr«. 

Bx, 29. La surface d'un 
volant est engendrée par la 
rotation d'un rectangle, de ï'ig" ^» 

côtés 2a, 26, autour d'une 

droite de son plan parallèle au côté 26, à une distance K du 
centre du rectangle. Montrer que l'énergie cinétique du volant 

a pour yaleur - M(B* + a*)w*. Montrer qu'une valeur appro- 

2 

chée dans le système industriel est 2 PB'N^ (P poids, N nombre 

de tours par seconde). 

Ex, 30. Un volant pesant 3000 '^b a une vitesse clrconfé- 
rencielle de lO"»*», montrer que son énergie cinétique est 
16300k»« (ex. 39). 

Ex, 31, Une plaque plane étant mobile dans son plan, 

son énergie cinétique est I<o* (o) vitesse angulaire, I moment 

d'inertie par rapport au centre instantané). On ne change 
pas la force vive en remplaçant la plaque par toute autre 
plaque ayant même masse, même centre de gravité et même 
moment d'inertie en ce point. 

Ex, 32, Pour évaluer l'énergie cinétique d'une plaque 
plane mobile dans son plan, on peut concentrer sa masse en 
deux ou trois points en ligne droite avec son centre de gravité 
(ex. 16, 16, et 31). 

Ex. 33, Montrer -comment on peut évaluer l'énergie ciné- 
tique du système formé par le piston, la bielle et la manivelle 
d'une machine à vapeur alternative en admettant (ex. 32) 
que la masse de la bielle AB (ûg. 6) peut être concentrée 
sensiblement au pied B et à l a tête A (un tiers au pied, deux 
tiers à la tête). 
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• L'énergie cinétique d'un disque circulaire homogène 
ana glisser sur une courbe fixe de son plan (droite, 
cercle ou autre) est 0,75 
MV (V vitesse du centre). 
S'il s'agit d'un cerceau cir- 
culaire, l'énergie cinétique 
est MV. 

Ex. 3â. Uéufi^e ciné- 

^■8- "■ tiqua d'une bicyclette sur 

une route rectiligne est il 

19 la même que si le doulile de la masse de chaque 

lit concentré en son cenlre. 

S. Un diaqve circulaire homogËne, de centre O fise, 
in F un plan fixe Q sur lequel it roule et pivote sans 
le plan du disque taisant l'angle constant a avec Q. 
' que la viteese angulaire du disque, dans sa rotatJon 
.née, est u> sin i (iéi vitesse angulaire de P sur te 
u'il décrit dans Q), et que son énergie cinétique est 
'ain's. Une valeur donnée de l'énergie cinétique cor- 
, st O est très voisin de Q, & une valeur considérable 

'7. Une sphère homogène reste en contact avec une 
irizootale lixe et un cylindre fixe vertical, sur les- 
ie roule et pivote sans glisser. Montrer que son éner- 
stique est 0,9 MV (V vitesse du centre). 
\S. Un ci'ine de révolution homogène reste en contact 
d'une génératrice avec une table fixe, sur laquelle 
sans glisser. Montrer que son énergie cinétique est 
Et* + 6A') n* cos' a, n désignant le nombre de tours 
anda décrits sur la table par la génératrice de con- 
.20). 

3omposiUon des mouvemeats (système matériel 
ique, déformable ou non). — Si le mouvement 
^stème rcsulto de deux mouvementé, la force 
est pas oa général la somme des forces vives 
1 et d'entraînement, la relation géométrique 
~\- v„ qui exprime la règle de composition dea 
1, n'entraînant pas en général la relation algé- 
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Il y a cependant des cas particiiliers où la force 
vive d'un système est la somme des forces vives rela- 
tive et d'entraînement. En voici deux très importants : 

30. — lo« Les vitesses relative et d'entraînement de 
chaque élément sont orthogonales. La proposition est 
évidente dans ce cas ; la relation v* = v^* + Ve' entraîae 

l{mv*) = i:(mvr^) + S(mt?e*) . 

Exemples : Composition d'une rotation d'un solide 
invariable et d'une translation parallèle à Vaxe de la 
rotation (mouvement hélicoïdal instantané ou propre- 
ment dit). C'est le cas de l'arbre d'une machine marine, 
de l'arbre d'une machine d'aéroplane, d'un projectile 
à la sortie d'un canon. 

Plus généralement, composition d'un mouvement 
parallèle à un plan et d'une translation orthogonale 
au plan. Mouvement d'une figure plane dans son plan 
composé avec Une rotation autour d'une droite du 
plan, etc. 

Ex. 39, Un système analogue au régulateur de Watt est 
formé de deux petites sphères A A' de même masse m à l'extré- 
mité de deux tiges égales (OA = OA' = a). Ces tiges sont 

articulées de telle manière que l'angle variable AOA' = 2a 
qu'elles forment au point fixe O admette constamment pour 
bissectrice la verticale OA. Le plan AOA' tourne autour de A 
avec la vitesse angulaire o) ; montrer que l'énergie cinétique 

des petites sphères est ma* ( Tï/ ) + **>* sln* a • 

Ex. 40. Une tige rectUigne OA = a, mobile par rapport au 
trièdre fixe Oxyz, fait l'angle avec Oz, le plan AO2; fait l'an- 
gle ç avec zOx; montrer que son énergie cinétique est 

m|-(8'« +sin«0.9'«). 

Ex. 41. Un disque circulairCy homogène roule sans glisser 
sur l'une de ses tangentes A, laquelle est fixe. En même 
temps, son plan tourne autour de A avec la vitesse angulaire ta. 
Montrer que son énergie cinétique est M (0,75 V* + 0,625 R^w*), 
V étant la vitesse du point de contact sur A. 
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rhéorème de Kcsnlg (syatème matériol quel- 
— La force vive d'un système matériel egt égale 
vive qu'aurait toute la masse et elle était eotioen- 
ntre de gravité, augmentée de la force vive dv 
ang son mùuvem.erU par rappoTt à deê axes 
tn fixe issus du centre de gravité : 

e du centre de gravité G-, v et v' vitesses de 
m. par rapport au triëdre fixe Oxyz et au 
arallèle Gx'y'n'). 

trdoimées x, y, e, et x', y', e' de l'élément; m, 
<rt aux trièdreB Oxyz et Gx'y'e' sont lîéea paT 

= «' + 5 ! y = y' -v-i\ ! « = «' + ;;. 

■duie, pour chaque élément de matière, 

\dt^ dt) '^ \dt^ dt) '^ \dt^ dt) ' 
iéveloppanti 

.— »[(ï)V©'^(ë)-] 

ent eu effet, car, G étaut centre de gravité, 

it nul constamment et, avec lui, sa dérivée 



ttion (4) n'est autre que la relation (1) & éta- 
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Ce théorème de Kœnig est d'ua emploi constant 
dans le calcul de la forue vive d'un système. 

Ex, 42. L'énergie cinétique d'un projectile lAncé par une 

arme rayée est, à la sortie de l'arme, ^ (MW* + Ia>*) (W vitesse 

du centre de grayité, I moment d'inertie du projectile par 
rapport à son axe de figure, o) vitesse angulaire) (§ 30 
ou 31). t 

Ex. 43. L'énergie cinétique d'un navire à hélice est 

^ (MW* -H I o)*) (W vitesse du navire, I moment d'inertie 

de l'arbre par rapport à son axe de rotation» a> vitesse angu- 
laire) ; on négligera les mouvements du centre de gravité par 
rapport à la carène du navire et la force vive des bielles et 
pistons. 

Ex. 44. Un diabolo de 100« est lancé avec une vitesse 
de lO»^-"; sa rotation sur lui-même est de 1500 tours par 
minute ; son rayon de giration étant l'"°,5, montrer que son 
énergie cinétique au départ est 0''^">,53 ; la fraction 0,052 de 
cette énergie est due à la rotation du diabolo. 

Ex. 45. Un cylindre de révolution plein, homogène, se meut 
de manière à rester tangent, le long d'une génératrice, à un 
plan fixe xOy. Montrer que son énergie cinétique est 

^MU" + T,") + m(^ + Çj O-* + M?-«.« 

(6 angle de l'axe du oyUndre avec Ox, tù vitesse angulaire 
du cylindre, dans sa rotation par rapport au plan vertical 
contenant son axe). 

Ex. 46. Dans un plan fixe «Oy, sont articulées deux tiges 
Jiomogènes, égales, OArr: AB = 2fit, faisant respectivement les 
angles a et p avec Ox. L'énergie cinétique de ces deux tiges 
est 

2Ma«[^| a'» + | p'» + a'p' cos (a — {i)\ . 
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QUANTITÉS DE MOUVEMENT 



32. Définition. — La quantité de mouvement à V ins- 
tant t d'un élément de matière en mouvement, par rap- 
port à des axes de référence Ox, Oy, Oz, est le vecteur 

mV, produit desa vitesse Y à cet instant par sa masse m. 

Les quantités de mouvement à l'instant t 

^ y ^ 

miVi , W2V2 , ... , ninVn 

des éléments dans lesquels on peut décomposer un 
corps en mouvement, constituent un système de 
vecteurs, appelé système des quantités de mouvement 
à Vinstani t du corps considéré [§ 4, note (*)]. 

33. Projections des quantités de mouvement sur les 
axes de référence. — Les projections sur les axes de 
Référence Ox, Oy, Oz de la quantité de mouvement d'un 
élément de matière sont 

.,, dx dy dz 

(1) m-j- , m-- , m—' 

dt at dt 

La somme des projections sur les axes de référence 
des quantités de mouvement d'un corps est, pour chacun 
de ces axes, 



(2) 2 



dx dl V ^y nf^l 

dt dt ^émà dt dt 



1 



dz ,,d^ 
m — = M -r-' 
dt dt 
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Les formules (2) expriment que, dans un système 
matériel en mouvement, la somme des projections 
sur un axe des quantités de mouvement est la même que 
si toute la masse était concentrée au centre de gravité, 

34. Résultante générale. — La résultante générale 
des quantités de^ mouvement d*un système matériel est 
la même que si toute la masse était concentrée au centre 
de gravité [formules (2)]. 

35. Moment cinétique. — Le moment résultant par 
rapport à un point 0, ou aune droite A, des quantités 
de mouvement, à l'instant t, d'un système matériel, 
s'appelle moment cinétique à V instant t du système 
matériel 'par ra/pport à ou à \. 

Les moments cinétiques par rapport aux axes do 
référence Ox, Oy, Oz, supposés rectangidaires, sont : 

Elément matériel, 

/ ds dy\ 

(dx dz\ 

l dy dx\ ■ dd 

Y- =m( x -z y -T-) = wir* -7- 

' \ dt ^ dtj dt 

Système matériel, 
(4) j r. = 5:m(.|_a,|) 

Ces expressions y^, yy, y, représentent ausssi les 

mesures des projections sur Ox, Oy, Oz du moment 

— ► 
cinétique y par rapport à l'origine 0. 
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36. Aire décrite par un système matériel autour 
d'un axe. Vitesse aréolaire. — Soit Oz un axe fixe, asso- 
cié à deux autres axes 
fixes rectangulaires Ox, Oy 
(fig. 7). Soient Po (a?o, Vo, 
0o) et P(a;, y, z) les posi- 
tions aux instants t^ et t 
d'un élément matériel, po 
et p leurs projections sur 
le plan des xy. Lorsque 
cet élément parcourt l'arc 
de trajectoire PoP> le 
rayon vecteur Op balaie 
un secteur plan 'p^Op. 
L'aire A de ce secteur 
(comptée positivement 
lorsque le rayon vecteur 
la décrit dans le sens de 
Fig. 7. Ox vers Oy) s'appelle aire 

décrite autour de Oz 'par 
Vêlement matériel considéré dans Vintervalle (<o» *)• La 
dérivée 




d^_\( dy 
dt ~ 2\ dt 



dt / " 2 ^ dt 



s'appelle vitesse aréolaire autour de Oz de Vêlement 

matériel à V instant t. 

S(mA) 
Plus généralement, les exproRsions — — — 



et 



(5) 



Slm^l Sm(a.^|-2/J) i:{mr^f^ 



( 



dA\ 
dt) 



M 



2M 



2M 



sont appelées respectivement aire décrite par le eyetème 
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matériel autour de Oz, dans Vintervcdle {Iq, t), et vitesse 
aréolaire du système matériel autour de Oz à V instant t. 

La proposition suivante est évidente sur les for- 
mules (5) : 

Le moment cinétique d'un système matériel 'par rapport 
à un axe fixe Oz est égal au double du produit de sa 
masse par sa vitesse aréolaire autour de Oz. 

37. Translation d'un solide invariable. — Le système 
des quantités de mouvement d'un solide invariable 
animé d'une translation (instantanée ou proprement 
dite) de vitesse V équivaut à un vecteur unique 



MV 



issu du centre de gravité, car ces quantités de mouvement 
sont des vecteurs parallèles et proportionnels aux 
masses des éléments aux- 
quels ils sont appliqués 
(§4). 

38. Rotation d'un solide 
invariable autour d'un axe. 
— Le moment cinétique 
d'un solide invariable 
(fig. S), animé d'une rota- 
tion (instantanée ou pro- 
prement dite) autour d'un 
axe Oz, est mesuré [for- 
mules (4)] par le produit 

Y, = 1(1). 

39. Rotation d'un solide 
invariable autour d'un 
point. — Les projections 
— - sur trois axes rectangulaires quelconques Ox, Oy, 
Oz, fixes ou non, issus du point fixe — du moment 

Bbghin. — Statique et dynamique. — I. 3 




Fig. 8. 
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cinétique Oy du solide par rapport au point fixe 
sont 

!Yx = Ap — Fq — Er 
Yy = — Fp 4- Bg — Dr 
y, = — Ep — Dg + Cr 

(fig. 6; notations § 11, § 12, § 27). 

En effet, on sait que la vitesse du point {oo, y, e) 
du solide est le moment du vecteur rotation instanta- 
née (0 (p, q, r) ; ses projections sur les axes Ox, Oy, 
OZf fixes ou non, sont donc 

v^ =: qz — zy ; Vy = rx — pz ; r. = py — qx . 

D'où 
Yx = ^m{yv^ — zvy) = Jlm[y{py — qx) — z (rx — pz)] . 

Développant et ordonnant par rapport à p, q, r, j'obtiens 
la première des formules à établir. 

40. Cas particulier. — Si Ox, Oy, Oz sont axes prin- 
cipaux d'inertie au point 0, les formules se simplifient 
et se réduisent à 

(7) Yx = Ap ; Yy = Bq ; y, = Cr. 

La simplicité de ces formules et de la formide corres- 
pondante de la force vive (§ 28) met en relief le rôle 
particulier qui sera joué par les axes principaux d'inertie 
dans la dynamique du solide invariable. 

Ex, 47, Montrer que le volant défini à Tex. 30 à approxi- 
mativement 7640 comme valeur en unités industrielles de 
son moment cinétique par rapport à son axe. (Diamètre du 
volant, 5™.) 

Ex,. 48. Un solide étant mobile autour d*un point fixe O, 

son moment cinétique Oy par rapport au point fixe et le vec- 
teur rotation instantanée Oh) sont généralement portés par des 
droites distinctes. 'Pour quHls soient portés par une même 
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droUe, U faut et il suffit que Vaxe instantané de rotation soit axe 
principal dHnertie au point O. Si Tellipsolde au point O est 
tme sphère (cube, sphère» polyèdre régulier mobiles autour 

de leur centre), Oy et Oa> sont toujours portés par une même 
droite (§ 39, 40). 

Ex. 49. Un eolide de révolution j(ôg. 9) étant mobile autour 

d'un point O de son axe de figure, le moment cinétique Oy et 

Taxe instantané Ood sont dans un même plan méridien (par 

exemple, toupie reposant par 
sa pointe dans un godet fixe). 
Ex. 50, Une plaque plane 
homogène, ayant la forme re- 
présentée ci-dessous (fig. 10), 
tourne autour du côté AB ; 
construire son moment ciné- 
tique en A. 




D 



l 
Fig. 9. 



B 



Fig. 10. 



Ex, 61. Une plaque rectangulaire homogène tourne autour 

d'une diagonale. Construire son moment cinétique Oy par 

rapport au centre de figure. Montrer que la direction de Oy 
est symétrique de Taxe de rotation par rapport aux bissec- 
trices des axes de symétrie du rectangle. 

Ex. 52. Une tige rectiligne homogène OA tourne autour 
d'une droite fixe Oz; montrer que son moment cinétique mi 
point O est perpendiculaire à OA dans le plan zOA et a pour 

a* ^^\ 

valeur M -^ (o sin a (a *= OA; a = AOz). 

Ex. 53, Un secteur circulaire homogène AOB, dont Tangle 
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AOB est droit, tourne autour du rayon OA. Réduire en O 
le système de ses quantités de niouyement. (Résultante géné- 

4 
raie, normale au plan du secteur : -— MRd) ; projections sur 

OA et OB du moment résultant : 



R«« ^ MR«o>\ 
1- "^ -2^j 



Ex. 54, Un cône de révoluiion homogène roule sans glisser 

sur une table fixe qu'il touche le long d*une génératrice A. 

La résultante générale des quantités de mouvement est 

parallèle au plan de la table, perpendiculaire à A et vaut 

Sh 
M — u) sin oc ; le moment résultant au sommet est dans le 
•* 

plan de Taxe et de A ; ses projections sur l'axe et sur le plan 

perpendiculaire sont respectivement 0,3 MR* w cos a et 

0,15 M(R* + Ah*) o) sin a (notations, ex. 26). 

•41. Composition des mouvements. — Si le mouve- 
ment d'un système matériel résulte de deux mou- 
vements (relatif et d'entraînement), le système de ses 

quantités de mouvement équivaut au système formé 

> 

par ses quantités de mouvement relatives (mV^) et ses 

y 

quantités de mouvement d'entraînement (mV,). 

Cette proposition n'est que la traduction du théo- 
rème sur la composition des vitesses : 

Ex. 55, Une roue cylindrique pleine, homogène, de centre O, 
pèse ôOG*""^; son diamètre est OO""", sa hauteur 12"". Cette roue 
tourne, à raison de 1500 tours par minute, autour de son axe 
OZi par rapport à une armature qui tourne elle-même à rai- 
son de 10 tours par minute autour d'un axe perpendiculaire 
fixe Ox, Construire le moment cinétique de la roue au point 
O (ses projections sur Ox et Oz sont respectivement 2,7 et 
810, en unités industrielles). 

Ex. 56. Une figure plane, déformable ou non, se meut 
de telle façon que le plan qui la contient tourne autour de 
l'une de ses droites A., Le moment cinétique de la figure, 
par rapport à A, est le même que si elle tournait autour de A 
sans se déformer. 
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42. Réduction au centre de gravité du système des 
quantités de^ mouvement. — Je décompose le mouve 
ment du système maté- 
riel donné par rapport ^k 
au trièdre de référence 
Oxyz, en prenant comme 
système intermédiaire 
le trièdre parallèle 

Q^x'y'e' (fig- 11)- 

Le système des quan- 
tités de mouvement se 
trouve ainsi décomposé 

en deux parties : 

>- 




y 



^oc 



Fig- 11. 



1° Le vecteur MVo, 
quantité de mouvement 

qu'aurait toute la masse si elle était concentrée au 
centre de gravité. Ce vecteur équivaut en effet aux 

> 

quantités de mouvement d'entraînement mV«, (§ 37). 

-»■ 
2° Le couple d'axe y'> formé par les quantités de 

y 

mouvement mSf ^ du système dans son mouvement 

par rapport à Grx'y'z'. Ces quantités de mouvement 

> 

relatives mV^ forment en effet un couple, puisque 

leur résultante générale, qui a pour projections sur 

/ dx'\ ( dy'\ [ dz'\ 
les axes SIm — 1, S(m— -j, S(m— j» est nulle, 

G étant centre de gravité [§ 4, formules (1)]. 

La réduction au point G du système des quantités 
de mouvement se trouve ainsi effectuée (vecteur 

> -y 

MVo, oonple y'). 

43. Conséquence fondamentale relative au calcul 
d'un moment cinétique. — Cette réduction au centre de 
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gravité est utilisée généralement pour le calcul d'un 
moment cinétique : 

Le moment cinétique Oy 'par rapport à un point 
est la résultante : l^ du moment cinétique qu* aurait 
toute la masse par ra/pport à O si elle était concentrée 



au centre de gravité*-, 2® du vecteur Gy» moment ciné^ 
tique du système par rapport à G- da/ns son mouvement 
autour de Qc (par ra/pport à Qx'y'z'). 

JJe moment cinétique par ra/pport à un o/xe Ox est la 
somme i \^ du moment cinétique qu^ aurait toute la masse 
par rapport à Ox si elle était concentrée a/u centre de 
gravité ; 2° du moment cinétique du système, par rapport 
à Gx', dans son mouvement autour de Gr (projection de 

Y sur Ox ou Gx'), 

Ex, 57, Deux plaques planes, animées d'un même mouve- 
ment dans un plan, ont dès systèmes de quantités de mouve- 
ment équivalents si elles ont même masse M, même centre 
de gravité G, même moment d'inertie I en oe point. 

Ex, 58: Pour évaluer, à une équivalence prèSf le système 
de quantités de mouvement d'une plaque plane, mobile dans 
son plan, on peut concentrer sa masse en deux ^points A| 
et A^ en ligne droite avec son centre de gravité G (ex. 16, 
16. 32,). 

Ex, 59, Le système de quantités de mouvement d'une 

plaque plane, mobile dans son plan (C centre instantané), 

équivaut à la quantité de mouvement qu'aurait la fraction 

GC 

;^j-7 de la masse de la plaque concentrée au point A de la 

plaque situé sur la droite GC, et tel que M . GA. GG «= — I. 

Ex, 60. Un disque circulaire, homogène, de centre O, de 

rayon r, roule sans glisser sur une courbe fixe qu'il touche 

en G ; le point A, dé uni à l'exercice précédent, s'obtient en 

prolongeant GO d'une quantité GA = • S'il s'agit d'un 

cerceau, A est diamétralement opposé à G. 

Ex. 61, Un disque circulaire, homogène, de rayon r, roule 
sans glisser à rinléricur d'un cercle ûxe de rayon R ; son 



QUANTITÉS DE MOUVEMENT 39 

moment cinétique par rapport au point de contact G est 

3 

i^Mr(R — r)b', 6' étant la vitesse angulaire de la ligne des 

centres des deux cercles. 

Ex, 62. Un prisme droit de hauteur a, ayant pour base un 
triangle rectangle isoscèle de côté a, se meut sur une table 
fixe qu'il touche suivant une de ses faces latérales. Béduire 
au centre de gravité le système de ses quantités de mouve- 



ment. La résultante générale est MV (Y vitesse du centre 
de gravité G) ; le moment résultant en G, si la face hypoténuse 

■«■■ 2 

est en contact avec la table, est vertical et vaut — ^ — ; si 
Tune des deux autres faces est en contact avec la table, 

le moment résultant en G a pour projections — Tq~~' ^^^ 

l'hypoténuse de la base du prisme, et — r«r~ ^^^ ^* perpen- 

diculaire à la face hypoténuse ; sa direction tourne avec le 
prisme autour de la verticale (§ 40 et 42). 

Ex. 63, Un cylindre de révolution homogène se meut sur 
une table qu'il touche suivant une génératrice. Son centre 
de gravité G a une vitesse Y ; le mouvement autour de G 
résulte de deux rotations, co autour de la verticale, et >. autour 
de l'axe de figure du cylindre. Le moment cinétique au point G 



a pour composantes M ( -j- + -^ j co suivant la verticale, et 

M -^ ). suivant l'axe 4e figure. 

Ex. 64. Le moment cinétique par rapport au point O du 
système décrit à l'ex. 46 a pour valeur ( § 88 et § 43): 

M a« [^ a' + I p' + 2(a' + p') cos (a — p)]- 



Chapitre VI 
FORCES D'INERTIE 

44. DéUntttOD. — La forée d'inertie à l'instant t, d'un 
élément de matière en mouvement par rapport à des 

axes de référence Cx, Oy, Oi, est le veeteur — mJ, 
obtenu en changeant de sens le produit de eoa accé- 
lération J à cet instant par sa masse. 
Les forces d'inertie à l'instant t, 

des éléments dans lesquels on peut décomposer un 
corps en mouvement, constituent un syptème de vec- 
teuTB appelé système des forces d'inertie à l'instant ( 
du corps considéré ( § 4, note 2). 

45. Projections des forces d'Inertie sur les axes de 
référence. — Les projections sui les asea de référence 

)£, de la force d'inertie d'un élément de ma- 

d'x d y d^m 

~~ dt' ' dï^ ' *" di"' 

me des projections sur les axes de référeaoe 
l'inertie d'un corps est, pour chacun de ces aies, 



2d^ dt*' 
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Les formules (2) expriment que, dans un système ma- 
tériel en mouvement, la somme des projections sur un 
axe des forces d*in^rtie est la même que si toute la masse 
était concentrée au centre 
de gravité. 

46. Résultante géné- 
rale. — La résultante gé- 
nérale des forces dHnertie 
d'un système matériel est 
la même que si toute la 
masse était concentrée au 
centre de gravité [for- 
mules (2)]. 

47. Moment résultant. 

— Le moment résultant ïi, Fig. 12. 

par rapport à un point 

fixe 0, des forces d'inertie d'un système matériel^ s'obtient 

en cha/ngeant de sens la vitesse de l'extrémité y du moment 

cinétique au point (fig. 12). * 

C'est ce qu'expriment les identités suivantes : 

dz dy' 





m 



/ d^z d^y\ d^. 

y di^ dty dt 

^ [ d^x dH\ d ,, 
Sm I z -r-z — • X -T-T I = 7- 2jm 



'^ dt ^ dt 



dx 
H 



di 

X -— 
dt 



[ d^x 

_, / d*y d^x\ d ^^ / dy dx 

2àm X V I = iim ( a; — ^ — v — 

\ di^ ^ dt\J dt \ dt ^ dt 



) 



48. Force d'inertie tangentielle. Force d'inertie cen- 
trifuge. — Un sens positif étant. choisi' sur la trajec- 
toire d'un point mobile M, v désignant le nombre 
relatif qui mesure sa vitesse, R désignant le rayon de 
courbure de la trajectoire, on sait (^) que l'accéléra- 



(1) Voir B. Bbicabd, Cinématique, S 17. 
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tion J du mobile peut se décomposer en deux (fig. 13) : 

1® JJne accélération tangentieîle J^, mesurée par 
^ dv ' 

2° Une accélération normale J^ dirigée du point M 
vers le centre de courbure, et mesurée par J^ = — - 




\C 



Fig. 13. 



La force d'inertie d'un élément matériel peut donc 
se décomposer en deux : 

1° Une force d'inertie tangentieîle mesurée par 



— m 



dv 
dt' 



cette force d'inertie est dirigée dans le sens du mou- 
vement si la vitesse diminue en valeur absolue, dans le 
sens contraire si la vitesse augmente ; 
2<* Une force d^nertie centrifuge 
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portée par la normale principale à la trajectoire, du 
côté opposé au centre de courbure. 

Si, par exemple, un élément matériel décrit un cercle 
de rayon K avec la vitesse angulaire cd, sa force d'inertie 

tangentielle a pour mesure — mR ; sa force 

d'inertie centrifuge est mo)* R. 

49. Translation d'un solide invariable. — Le système 
des forces d'inertie d'un solide invariable, animé d'une 

translation d'accélération J, équivaut à un vecteur 
unique 



— MJ, 



^^If 



171 (x^r 



Fig. 14. 



m (xrn 



issu du centre do gravité. 

50. Rotation d'un solide invariable autour d'un 
axe de symé^ie matérielle. — Deux éléments symé- 
triques ayant des 

trifuges directement 
opposées (fig. 14), le 
système de j or ces d'i- 
nertie centrifuges du 
solide équivaut à zéro. 
Les forces d'inertie 
tangentielles de ces 
deux éléments for- 
mant un couple, dont 
l'axe est porté par 
l'axe de rotation Oz, 
les forces d* inertie tan- 
gentielles du solide équivalent à un couple, dont l'axe 
est porté par Oz ; sa mesure, avec le sens positif Oz, 
est la somme des moments par rapport à Oz des 
forces d'inertie tangentielles, c'est-à-dire 




m.^ 
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Si la rotation est uniforme, le système des forces dHneriie 
équivaut à zéro. 

Ex. dS. Le volant, défini aui es. 30 et 47, est supposé Sou- 
mis k des résistances qui arrêtent son mouvement au boat 
de 20 tours, pondant lesquels l'accélératioii angulaire est 
restée constaute. Houtrer que ses forces d'inertie, &. un ma- 
ment quelconque, équivaieat & un couple dont l'axe vaut 
122 unités industrielles. 

Ex. 66. Un solide formé de trois tiges identiques ÂB, BO, 
CD (masse M, longueur 2a), perpendiculaires les unes aux 
autres, tourne uniformément autour de BC. Réduire le eys- 
témâ de ses forces d'inertie au point O, milieu de BC : les 
deux éléments de réduction sont portés par une même droite 
eb valent respectivemeat Mu>'ay'2 , Mui*a*\/2. 

51. Rotation unitonne d'un solide Invariable autour 

d'un axe. ^ La réduction des forces d'inertie du solide 

en un point fixe de l'axo à,e rotation A donne la 

résultante générale Mcu'r, force d'inertie qu'aurait 

toute la maseo si elle était concentrée au centre do 

gravité G, et, comme moment résultant, la vitesse 

de sens du point y oxtrcDiité du moment 

e Oy. Coa doux cldmcnta sont constants et 

t avec le corps, puisque G et y sont fixes dans 

. Ils sont d'autant plus grands que lu est plus 

que G est plus éloigné de A, et que l'angle 

plus grand. Ils sont tous deus proportionnels 
ir un corps et un axe donnés. 

. In^ hypothèses étant celles du ^ 51, montrer que 
ordonnées du système de forces d'inertie, par rapport 
principaux d'inertie en O (fig. 5), sont M(ru'5 — pU), 
gU), M(a,';— j-U)i (B — C)gT, (C— A)rp. (A— B)p9, 
t O = (OG.ÔT,). Utiliser le % 51. Cas d'une rotaUon 
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Ex, 68, Les hypothèses étant celles du § 51, si l'axe A 
est axe principal d'inertie en l'un de ses points O, le système 
de forces d'inertie admet une résultante issue de O, équi- 
poUente à la force d'inertie, qu'aurait toute la masse concen- 
trée au centre de gravité. Si le solide tourne autour d'un 
axe de rellip»soïde central, le système do forces d'inertie équi- 
vaut à zéro (§ 51 ; ex. 48). * 

Ex, 69. Le système de forces d'inertie d'un cylindre de 
révolution, tournant uniformément autour d'une génératrice, 
ou autour d'un diamètre de sa base, équivaut à un vecteur 
unique porté par la perpendiculaii*e abaissée du centre de 
gravité sur l'axe et valant dans le premier cas Mca'K, dans 
le deuxième M(o*7i (ex. 68). 

Ex. 70, Un arbre coudé, comprenant une partie cylindrique 
de révolution autour d'un axe A, et une manivelle, ayant 
Taspect ci-contre (fig. 15), tourne uniformément autour de zi. 




Fig. 15. ^ 



Montrer que ses forces d'inertie ont pour résultante la force 
d'inertie qu'aurait la masse de la manivelle concentrée en 
son centre de gravité (ex. 68). Cas d'une rotation non uni- 
forme. 

Ex, 71, Un triangle homogène ABC tourne uniformémont 
autour du côté BO, déterminer la résultante de ses forces 
d'inertie (ex. 22, 68). 

Ex, 72, Un cône de révolution homogène tourne uni for- 
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mément autour d'une génératrice. Montrer que ses forces 

3 

d'inertie ont une résultante, valant ~ M(<)*a sin a cos a, ren- 

4 

contrant la génératrice à une distance - (4 cos' a — sin' a) du 

5 

sommet ; examiner les cas h ss* 2B, et "R => 2h {a longueur 
de la génératrice) (ex. 68, ou § 51 et ex. 26). 

Ex, 73, Une plaque rectangulaire homogène tourne uni- 
formément autour d'une diagonale. Montrer que ses forces 

d'inertie équivalent à un couple d'axe 5- M (i>' a& cos a (2a, 

o 

26, côtés du rectangle, a angle des diagonales). Cas du carré 

(§ 51 et ex. 51.) 

Ex, 74, Une tige rectiligne OA = a tourne uniformément 
autour d'une droite fixe Oz, La résultante de ses forces d'inertie 

1 2 

vaut ^Mw'asin a et rencontre OA aux - de sa longueur ti 

partir de O (§ 51 et ex. 52). 

Ex, 75, Un secteur circulaire homogène AOB, dont l'angle 

AOB est droit, tourne uniformément autour du rayon OA. 

Montrer que ses forces d'inertie ont une résultante, valant 

4 3 

^r- Mu>^R, rencontrant l'axe OA à une distance - B de O 

(ex. 68 ou § 51 et ex, 53). 

Ex, 76, Un cône de révolution homogène roule sans glisser 

sur une table fixe, sa rotation restant uniforme. Montrer 

que ses forces d'inertie ont une résultante parallèle à la géné- 

3 
ratrice de contact, valant - Mw^B sin a et rencontrant la 

4 

verticale du sommet à une distance 0,2 . =■ sin a (§ 46, 

h 

4:1, 51, ex. 54). 

Ex, 77. Une sphère pleine en fer, de centre C, de rayon 
5"", est mobile autour d'un point O de sa surface. Elle roule 
sans glisser sur un plan fixe, dont la distance au iraint O 
est égale au rayon de la sphère. Son mouvement est tel que 
le point de contact décrive uniformément en 1^ sa trajectoire 
circulaire. Montrer que ses forces d'inertie équivalent à un 
vecteur, valant 748i^, parallèle au rayon aboutissant en O, 
et passant k 2"^ au-dessus de O ( § 46 et 47). 

Ex. 78, Le disque défini à l'ex. 36 a ses forces d'inertie 
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équivalentes à un couple dont Taxe vaut M -j- w' sin oc cos «, 

4 

et est parallèle à la tangente en P. 

Ex, 79. Un eorpa de révolviion de centre de gravité O 
tourne autour de son axe de figure OA, avec la vitesse angu- 
laire constante «o» par rapport à une armature qui tourne 
avec la vitesse constante À autour de la droite fixe OB, per- 
. pendiculaire à OA. Montrer que les forces d'inertie du corps 
équivalent à un couple de moment Ia>X dans le plan des deux 

axes. Cas où l'angle AOB n'est pas droit ( § 47). 

52. Composition des mouvements. — Si le mouve- 
ment d'un système matériel résulte de deux mouve- 
ments (relatif et d'entraînement), le système de bch 

forces d'inertie équivaut au système formé (^) : 

- -> 
\^ par ses forces d'inertie relatives ( — mJ^), 

^>. 

2° par ses forces <d' inertie d'entraînement ( — mJ^), 

3° par ses farces d'inertie complémentaires ou de 
j — >. 
Coriolis ( — mJc) (anciennement forces centrifuges corn - 
posées). 

Dans le cas particulier où le mouvement d'entraîne- 
ment est une translation, il n'y a à tenir compte que 
des forces d'inertie relatives et d'entraînement, les forces 

^ 

d'inertie complémentaires — mJc sont toutes nulles. 

Ex. 80. Reprendre les ex. 77, 78 et 79, en décomposant 
la rotation du corps en deux rotations simples ; vérifier le ré- 
sultat indiqué, en déterminant séparément les forces d'inertie 
relatives, d' entraînement et complémentaires, correspondant 
à cette décomposition. 

53. Réduction au centre de gravité du système de 
forces d'inertie. — Je décompose le mouvement du 
système matériel par rapport aux axos de référence 



(1) Voir R. Bricard, Cinématique, § 24. 
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Ox, Oy, Oz (ftg. 16), en prenant comme système inter- 
médiaire ^es axes parallèles Gx\ Gy', Gis\ issus du 

centre de gravité. 

Le système des forces d'i- 
nertie se trouve ainsi décom- 
posé en deux parties : 

>- 

1° Le vecteur — MJ©, force 

d* inertie qu^ aurait toute la 
masse, si elle était concentrée 
au centre de gravité. Ce vec- 
teur équivaut en effet aux 
forces d*inertie d'entraînement 




':to 



Fîg. 16. 



2° Le couple d'axe H' 
formé par les forces d'inertie 



relatives — mJ^ du système, dans son mouvement autour 

>- 

de G. Ces forces d'inertie — wiJ^ forment en effet un 

couple, puisque leur résultante générale, qui a pour 

/ d*x'\ ( dH'\ 

projections sur les axes — S ( m -— - h — S (m -— - J » 

(d'^z\ 
m ■— - Y est nulle, G étant centre de gravité 

[§ 4, formules (1)]. 
La réduction au point G des forces d'inertie se trouve 

> -^ 

ainsi effectuée (vecteur — MJo, couple H'). 

Bx, 81, Le système de forces d'inertie d'un obus, à l'inté- 
rieur d'un canon rayé, a pour axe central l'axe de figure 
de l'obus. Ses éléments de réduction au centre de gravité G 



sont un vecteur — M J^ et un couple d'axe 



I -rr' dont le 
di 



sens dépend du sens de rotation du projectile (notations 
ex.'42 .' 
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Ex, 82. Une plaque plane se meut dans un plan fixe; ses 
forces d'inertie équivalent au système formé par un vecteur 

— MJo issu de son centre de gravité et un couple d'axe 

— I -^' Application à une roue de voiture (I moment d'iner- 
tie par rapport à G). 

Ex. 83. Les forces d'inertie d'une bicyclette sur une route 
rectiligne sont sensiblement les mêmes que si la masse de 
chaque roue était fixée au cadre au point le plus haut de 
la roue. 

Ex. 8é. Un disque circulaire homogène roule sans glisser 
à l'intérieur d'un cercle fixe; réduire ses forces d'inertie au 
centre de gravité. 



54. Détennlnation des forces d'inertie des organes 
d'une machine. — Cette détermination, capitale dans 
l'étude d'une machine, intervient par exemple quand 
on cherche comment l'effort exercé sur le piston d'une 
machine alternative se transmet à l'arbre ; elle inter- 
vient quand on cherche comment varient les réactions 
de la machine sur son bâti, et quelles sont les consé- 
quences de ces variations (trépidations, usure des 
organes, mouvements de lacet, de galop, s'il s'agit 
d'une machine mobUe). Ces problèmes se rapportent à 
ce qu'on appelle V équilibrage dynamique d'une machine. 
Les exercices qui suivent sont relatifs à cette question : 

Ex. 85. Dans une locomotive, deux roues identiques, de 
centres O, O', sont réunies par une bielle d* accouplement AA' 
(OAA'O' parallélogramme). A quoi se réduisent les forces 
d'inertie du système formé par les roues et la bielle, lorsque 
la locomotive se meut uniformément en ligne droite ? Montrer 
que ces forces se réduisent à zéro, si l'on fixe aux deux roues 
des contrepoids convenablement placés. 

Ex. 86. Si un solide invariable, admettant un plan de 
symétrie m^itérieUe P, a un mouvement parallèle à ce plan, 
on peut, pour évaluer à une équivalence près le système de 
ses forces d'inertie, concentrer à volonté sa masse dans le 
plan P, à condition de ne modifier ni la masse totale M, ni 

Beghin. — Statique et dynamique. — I. 4 
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le centre de gravité G, ni' le moment d'inertie T par rapport à. 
la normale en G au plan P (ex. 31, 57). 

Ex, 87, Pour évaluer à une équivalence près le système 
de forces 4'û^6i^^e d'une plaque plane mobile dans son plan, 
on peut concentrer sa masse en deux points A^A» en ligne 
droite avec son centre de gravité (voir ex. 15, 32, 58). Jaa. 
construction graphique de ces forces d'inertie est alors rame- 
née à la construction des accélérations de ces deux points ('). 

Ex, 88, L'arbre d'une mcLchine à vapeur aUemaiive (flg. 6) 
fait 120 tours par minute. Construire graphiquement la résul- 
tante des forces d'inertie du système formé par la bielle, la. 
manivelle, le piston et sa crosse. Longueur de la manivelle 
OA : 30*="; poids 70^«, centre de gravité à 12"" de l'axe de 
rotation. Longueur de la bielle AB : 2'°,40, centre de gravité 
à l^'jTO du pied ; rayon de giration de la bielle au centre de 
gravité: 1",05. Poids : 150'*«; poids du système piston-crosse 
220''>'. Utiliser l'ex. 87, en concentrant une partie de la masse 
de la bielle au pied B, l'autre partie en un point qu'on con- 
statera très voisin de la tête A de la bielle, et qu'on supposera 
approximativement confondu avec A. Dans ces^ conditions, 
la résultante des forces d'inertie passe par O. Tracer par 
points la courbe décrite par l'extrémité de cette résultante. 

La bielle étant longue par rapport à la manivelle, on pourra, 
si l'on veut éviter la construction précise de l'accélération 
du point B, se contenter d'une approximation grossière en 
prenant pour loi du mouvement de B celle du mouvement 
de la projection de A sur OB. Dans ce cas, on montrera que la 
courbe cherchée est une ellipse dont les axes ont 132""" et 
384mm (imm représentant 10"»). 

Si l'on ûxe, dans le prolongement de la manivelle, un contre- 
poids de 136''«,5 à 30"^ de l'axe, l'ellipse s'aplatit suivant OB, 
devenant un segment de droite de longueur 252"". Si l'on 
fixe un contrepoids de 267''p,2, l'ellipse devient un cercle de 
diamètre 125"*'" ; si enfin on fixe un contrepoids de 398*^, 
l'ellipse s'aplatit suivant un segment de droite de longueur 
284""", perpendiculaire à OB. L'intérêt de ces masses addi- 
tionnelles pour modifier les forces d'inertie d'un mécanisme 
est en évidence dans cet exercice. 

Ex, 89. Un moteur d'avion est formé de cinq cylindres C,,' 
Cg, ... , Cg disposés suivant les rayons d'un pentagone régu- 



(1) Voir K, Bricabd, Cinématique, note III. 



FORCES d'inertie 



51 



lier de centre O (fig. 17). Les bielles correspondantes AB,, 
ABj» ... , AB5, de même longueur Z, sont articulées à une même 
manivelle OA (OA = r) tournant uniformément autour de O 
(vitesse m). Si Ton admet qu'on peut, avec une approximation 
suffisante, concentrer la masse de chaque bielle en ses extré- 
mités, le système de forces d'inertie de la manivelle, des 




Fig. 17. 



bielles et des pistons est le même, à une équivalence près, 
que s*il s'agissait de 5 masses égales ms, placées en B,, B», 
... , Bf} et d'une masse wia placée en A. Montrer que la force 
d'inertie de la masse me placée au point B,, développée sui- 

T 

vant les puissances de (x = r» a pour expression 

mnM^r (cos 9 1+ (x cos 2©, + ij.®.....) (9, = AOB,). 
En déduire que les projections, sur OA et sur la perpendi- 
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culaira, de la résnltaote de» torces d'ioertie, sont respective- 
ment 1 m. + ô *"• j '"''' ^^ xéro, si l'on négUge laa tarmeB 
Eu déduire égalemeat qu'il suffira ds placer un coutre- 
de masse ttii, + - m,, au point symétrique de A par 
rt à 0, pour réallseF l'équivalence à zéro du système des 
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55. L'objet d*uiie science expérimentale n'est pas 
de chercher à pénétrer les causes des phénomènes dont 
elle s'occupe, mais de dresser de ces phénomènes une 
sorte de catalogue clair, pratique, permettant de pré- 
voir chacun d'eux le plus simplement possible. 

L'étude approfondie des phénomènes mécaniques, 
étude qui s'est poursuivie pendant des siècles, a permis 
de former ce catalogue en ramenant à un certain nombre 
d'énoncés simples les règles qui régissent les phéno- 
mènes mécaniques. 

Le présent chapitre contient les règles relatives à 
la méc(vniqiie universelle ; elles s'appliquent à tous les 
phénomènes mécaniques, y compris les phénomènes 
astronomiques. Les mouvements y sont rapportés à 
des axes dits axes absolus (§ 56). 

L'un des chapitres suivants (ch. X) contient les 
règles relatives à la Mécanique terrestre ; elles s'appli- 
quent uniquement aux phénomènes observés à la 
surface de la terre. Les mouvements y sont rapportés 
à des aaea liés invariablement à la terre, 

56. Axes absolus. — On donne le nom d'axes absolus 
à tout système d'axes par rapport auquel les lois de 
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t 

la mécanique sont telles que je vais les' énoncer^ On 
admet comme vérifié par les conséquences que ces 
lois s'appliquent lorsqu'on rapporte les mouvements 
à des axes allant du centre d'inertie du système solaire 
aux étoiles, axes qui peuvent par suite être considérés 
comme constituant un système d*axes absolus (ex. 96). 

57. Actions en général. — Le sens large du mot 
action est compris de tout le monde. Une table agit 
sur un objet placé à sa surface, car, si on éloigne la 
table, l'objet tombe : c'est une action de contact. 

Un aimant agit sur une plume d'acier située dans 
son voisinage, car on voit la plume se soulever, ou 
même venir s'appliquer contre l'aimant : c'est une 
action magnétique. 

Un fil conducteur parcouru par un cqurant électrique 
agit sur une aiguille aimantée; on le constate en remar- 
quant le changement d'orientation de l'aiguille lors- 
qu'on approche ou qu'on éloigne le fil : c'est une action 
électromagnétique f etc. 

58. Vecteurs -forces. — La longue série d'expériences, 
dont les phénomènes mécaniques ont été l'objet, a 
finalement mis en lumière la possibilité de fadre corres- 
pondre oAix actions mécaniques (le mot action étant pris 
toujours dans le même sens large) des systèmes de 
vecteurs a/ppelés vecteurs -forces, intervenant tous au 
même titre dans les problèmes, quelle que soit la 
nature des actions correspondantes (contact, électri- 
cité, magnétisme, attraction universelle, etc.), et 
possédant les propriétés qui font l'objet des règles 
énoncées plus loin. 

Cette correspondance de vecteurs aux a,cUons méca- 
niques permet de remplacer tout problème d'équilibre 
ou de mouvement par un problème de géométrie sur un 
système de vecteurs. Elle est entièrement analogue à 
la correspondance des nombres aux grandeurs {mesure 
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des grandeurs) qui permet de remplacer tout problème 
concret relatif à ces grandeurs par un problème 
d'arithmétique sur les nombres qu'on leur fait corres- 
pondre. , 

59. Propriétés fondamentales des vecteurs -forces. — 
1° Si deux éléments matériels a et & sont petits et à 
une distance, l'un de 

l'autre, grande par rap- q i -...* © 

port à leurs dimensions, f* a. b f^' 

le système de vecteurs "* ® "" ® ^ 

qu'on fait correspondre Mg. 18. 

à l'action de h sur a est 

approximativement un vecteur unique / d'origine a 

(fig. 18). 

D'après le principe de V égalité de Va,ction et de la 
réa^stion dont il sera question plus loin ( § 67), le système 
de vecteurs -forces correspondant à l'action de a sur 
h est un vecteur /' directement opposé à /. 

Les vecteurs / et /' sont donc portés par la droite 
ahj tous deux dirigés vers l'intérieur du segment ah 
(attraction) ou vers l'extérieur {répulsion). 

60. — 2° Le système de vecteurs -forces qu'on fait 
correspondre à l'action d'un système matériel B sur 
un autre système A est le système formé par les vec- 
teurs-forces 

J \ 9 J i 9 ••• » /tt, 

/l»/2» •••»/«, 



\ • f m 9 » ^ • • • f •••} 



correspondant aux actions des petits éléments h', 
h", ... qui constituent B, sur les petits éléments a^ , 
a2, ... , ttn qui constituent A. 

61. Première classification. Actions à distance. 
Actions de contact. — L'action d'un élément de matière 
h sur un élément a, non en contact immédiat avec lui 
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est une action à distance (attraction universelle, élec- 
tricité, magnétisme). 

L'action d'un élément de matière h sur un élément a, 
en contact immédiat avec lui le long d'une petite 
surface or, est une action de contai. Elle est représentée 
approximativement par un vecteixr F, appliqué en un 
point intérieur à cr. Lorsque les éléments a et 6 font 
partie d'un même solide, cette action de contact 
s'appelle eHort le long de c. Si le vecteur F qui la repré- 
sente est dirigé vers 6, l'effort s'appelle tension ou 
traction ; s'il est dirigé vers l'intérieur ^de a, c'est une* 
'pression, 

62. Le premier objet d'une science physique (élec- 
tricité, magnétisme) est de jixer, suivant les circons- 
tances, les systèmes de vecteurs- jorces correspondant 
aux actions dont elle s'occupe. 

C'est ainsi que la loi de Coulomb fixe les systèmes de 
vecteurs -forces correspondant aux actions électriques 
ou magnétiques. La loi de La/place fixe les vecteurs- 
forces qui correspondent aux actions électro- magné- 
tiques. La loi de Newton fixe les vecteurs-forces, qui 
correspondent à l'attraction universelle des corps deux 
à deux, en fonction de leur distance mutuelle. La 
théorie de V élasticité s'occupe de fixer les systèmes de 
vecteurs -forces correspondant aux actions de contact, 
d'après les déformations dans le voisinage du con- 
tact. 

Le chapitre VIII étudie les principales propriétés des 

actions de contact entre solides. Dans le sein d'un fluide 

(liquide ou gaz), l'action de contact F le long d'un petit 

élément de surface <s est une pression normale. Il en 

est de même de l'action de contact d'un fluide sur un 

F 
solide. Le rapport p = — s'appelle pression par unité 

de surface, ou simplement pression le long de c. On 
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Fig. 19. 



démontre (vol. II, oh. XVlï) que cette pression p est 
indépendante de l'orientation de l'élément d. La pres- 
sion almosphMque est, en moyenne, de lO.'^S*^ par cm". 

L'action de contact 
de la portion MA d'un 
jil A£ sur la portion MB 
(fig. 19), équivaut à une 
force T issue de M, qu'on 
appelle tension du jil en 
M. On démontre qu'elle 

est tomgente à la courbe figurée par le fU. L'action^de 
MB sur MA est cette même tension changée de sens 

(§ 67). L'action d'un jil AB 
(fig. 20) sur un solide S 
auquel il est attaché en A 
équivaut à la tension du jil 
dans le voisinage de A (vol. 
II, ch. XVII). 

Si les éléments qui com- 
posent la portion AB d'un 
îil tendu ne sont soumis 
qu'aux actions de contact 
quljls exercent les uns sur 
les autres, on démontre que le fil est rectiligne et que 
la tension est la même tout le long du fil (vol. II, 
ch. XVII). 

La tension d'un fil élastique est approximativement 
proportionnelle à sa section « -et à son allongement. 
Si a est sa longueur naturelle (tension nulle), si l est 

sa longueur sous la tension T, on a ainsi T = Es 

E s'appelle module d'élasticité du fn. Un ressort à boudin 
se comporte à peu près comme un fil élastique : sa 

l — a l — a 
tension est proportionnelle à : T = K' • 




Fig. 20. 
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63. Deuxième classification. Actions extérieures. 
Actions intérieures. — D'un autre point de vue, on 
peut classer les forces agissant sur un système matériel 
A de la manière suivante (fig. 21) : 

1° Les actions, sur une portion quelconque «i de A, 

d'éléments matériels B étran- 
gers au système A : ce sont 
des actions extérieures. 

2° Les actions sur Oj d'élé- 
ments matériels az faisant 
partie du système A et autres 
que Oi : ce sont des actions 
intérieures. 

Ainsi, étant donné un seau 
Fig. 21. plein d'eau, les actions de 

contact de l'air sur l'eau sont 
des actions extérieures au système formé par le ^seau 
et l'eau. Les actions de contact du seau sur l'eau sont 
des actions intérieures à ce même système ; ce sont 
des actions extérieures au système formé par l'eau 
seule. 

64. 30 Loi fondamentale de la dynamique. — 
Lorsqu'un système matériel est en mouvement, 
les vecteurs-forces représentent les actions exté-^ 
rieur es auxquelles ce système est soumis j et 
les forces d'inertie de ses éléments forment à 
abaque instant un système de vecteurs équivalant 
à zéro. 

Dans cet énoncé, les mouvements sont supposés 
rapportés aux axes absolus (§ 56). 

Cet énoncé s^applique, bien entendu, à nHmporte quelle 
portion de matière : Si, par exemple, on a à étudier le 
mouvement d'un système de trois corps A, B, C, H 
s'applique au système entier A, B, C, il s'applique au 
système A, B, il s'applique au corps B seul, etc. ; U 
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s'applique même à une portion quelconque de B (^). 
65. — Il est essentiel de comprendre que les vecteurs 



— mJ (forces d'inertie) ne sont pas des forces malgré 
leur dénomination ; s'ils ont reçu le nom de forces, 
c'est par extension, parce qu'ils interviennent au même 
titre que des forces dans l'énoncé précédent. Il reste 
bien entendu que les forces d'inertie du système A .ne 
représentent V action d'aucun corps sur A. 

Dans la suite de cet ouvrage, lorsqu'il sera question 
de farces agissant sur un corps A, il s'agira des forces 

proprement dites, actions de corps B, B', sur A ; 

en cmcun cas, il ne s'agira des forces d'inertie de A. 

66. Cas particulier : Loi fondamentale de la sta- 
tique ('). — Si un système matériel reste en repos par 
rapport aux axes absolus, les vecteurs-forces repré- 
sentant les actions extérieures auxquelles ce sys- 
tème est soumis forment un système de vecteurs 
équivalant à zéro. 



(1) Dans Tapplication de cette loi au système A, B, raction 
de A SUT B n'est pas à considérer, car c'est une action inté- 
rieure ; elle serait au contraire à considérer dans Tapplication 
de la loi au corps B seul, car ce serait une action extérieure. 
Dans aucune de ces deux applications, l'action de B sur A 
n'est à considérer : dans la première, c'est une action inté- 
rieure ; dans la seconde application, cette ^^ction n'intervient 
pas, puisque ce n'est pas à B qu'elle est appliquée. 

Si une locomotive remorque un train, l'attraction de la 
terre sur le train remorqué (approximativement c'est ce 
qu'on appelle le poids du train, § 89) n'est pas à considérer 
quand on applique la loi fondamentale à la locomotive seule, 
car c'est au train remorqué et non à la locomotive qu'elle 
est appliquée. L'action du train sur la locomotive est unique- 
ment l'action de contact du premier wagon sur la locomotive 
à laquelle il est attelé, action qu'on vérifie d'ailleurs d'autant 
plus grande que le train est plus lourd. 

(2) Cette loi porte souvent le nom de principe de aolidi- 
fination. 



\ 
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Fig. 22. 



Car, dans ce cas, les forces d'inertie sont nulles. 

67. Égalité de raction et de la réaction. • — Le sys- 
tème de vecteurs représentant Faction d'un corps A 

sur un corps B s obtient en 
changeant de sens les vecteurs 
qui représentent Faction de B 
sur A. 

Cette proposition se déduit 
très simplement des principes 
posés précédemment; je laisse 
cette démonstration de côte. 

Exemples : 1° (voir § 59, 62). 

20 J'indiquerai plus loin ( § 73) 
que l'action de contact en un 
point I d'un corps B sur un corps 
A est sensiblement représentable 

par un vecteur-force F issu du 
point I (fig. 22). La proposition 
qui vient d'être énoncée montre que l'action de A sur 

B est représentée par le vecteur-force F' directement 

— >- 
opposé à F. 

68. Point matériel. — Un point matériel est un corps 
de dimensions petites par rapport à la précision des 
mesures. Par suite, on n'observe pas son mouvement de 
rotation surlui-mêmeousa déformation, on n'observe que 
son mouvement d'ensemble, en l'assimilant à un point. 

Les vecteurs-forces, qui représentent les actions 
auxquelles un tel corps est soumis, étant appliqués 
en différents points du corps, sont sensiblement concou- 
rants ; de sorte que, étant donné un problème de 
mécanique relatif à un corps de petites dimensions, 
on obtient généralement un problème voisin en suppo- 
sant ces vecteurs rigoureusement concourants. 

C'est toujours ce problème voisin que je traiterai 
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quand je m'occuperai du point matériel ; mais T appli- 
cation pratique des résultats théoriques auxquels 
on sera parvenu, exigera beaucoup de prudence : 

Si, en effet, la résolution de ces problèmes, à titre 
d'approximation, est généralement légitime lorsqu'il 
s'agit d'étudier l'équilibre ou le mouvement d'un corps 
de petites dimensions, libre ou en contact sans frotte- 
ment (ch. VIII) avec un obstacle fixe, il en va tout autre- 
ment lorsqu'il s'agit de contacts avec frottement ; 
En d'autres termes, il n'est pas toujours exact, lorsque 
les dimensions d'un corps sont supposées de plus en 
plus petites, que les circonstances de son équilibre 
ou de son mouvement tendent vers des limites indé- 
pendantes de la forme du corps. 

Ainsi, sur un plan fixe faisant l'angle a avec l'horizon, 
on établit qu'une bille, grosse ou petite, roule avec 

l'accélération constante -zç sin a; un disque roule 

7 

avec l'accélération - f/sin a; un cerceau, avec l'accélé- 

ration ■- g sin a ; un cube, gros ou petit, glisserait avec 

sin (a — o) 

l'accélération a '—(g accélération de la pesan- 

^ coscp ^^ ^ 

teur, § 96 ; <p angle de frottement, § 74). Les différences 

sont encore plus profondes pour un point mobile sur 

une courbe. 

C'est surtout, d'un autre point de vue qu'il y a lieu 
de considérer la dynamique du point matériel. Le 
théorème du centre de gravité (§ 72) lui donne toute 
sa valeur pratique et en justifie l'étude. 

j69. La loi fondamentale de la mécanique pour un 
point matériel s'exprime par l'égalité géométrique 



m J = ; ou mJ = F , 
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F désignant la résultante des forces F,, F;, ..., P„ 
appliquées au point (fig. 23). 

Ânalytiquement, si x, y, e soat les coordonnées du 
point par rapport aui axes absolus, X, Y, Z, les pro- 
jections de F, cette loi s'exprime par les équations 



-ïî-x, 



dt' 



dt» 



= Y ; 



d'z 

°dr- = 




70. DétemUnation d'un mouvement par les condiUons 
initiales. — Il résulte de 
w^mt) '* théorie des équations 

différentielles (théorème de 
Cauehif) que le mouvement 
d'un point Tnatériel est gé- 
néralement déterminé sans 
ambigvîlé par ces équa- 
tions, dès i^u'on se donne 
sa pogitioTi et sa vitesse ini- 
tiales, h, condition qu'on 
connaisse a priori le vec- 
FiE 23 teur-force F en fonction 

do l'instant t, et de la 

position et de la vitesse que le point pourra avoir à 

eot instant. 

Tout mouvement vérifiant l'équation F = wiJ peut 

donc généralement être réalisé : il suffit pour cola do 

lancer le point matériel, à un instant t*. dans la posi- 

, «t avec la vitesse V^ qu'il a, à cet instant, au 

u mouvement donné. 

détermination d'un mouvement par les condi- 
litialea s'étend aux: systèmes matériola. 
tas particulier. Principe de l'inertie. — Vn 
laiériel soustrait à toute action extérieure décrit 
•île d'un mouvement uniforme par rapport aux 
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axes absolus, car T équation du mouvement d'un point 

matériel mJ = F montre que son accélération est 
constamment nulle, propriété caractéristique du mouve- 
ment rectiligne uniforme. 

72. Théorème du mouvement du centre de gravité 
et point matériel. — Plusieurs conséquences de la loi 
fondamentale de la mécanique seront établies dans un 
chapitre spécial, sous le nom de théorèmes généraux 
de la dynamique. Il y a intérêt à établir dès maintenant, 
en raison de son importance et de sa simplicité, l'un 
de ces théorèmes, qui ramène l'étude du mouvement 
du centre de gravité d'un système matériel à l'étude du 
mouvement d'un point matériel. Voici l'énoncé : 

Le centre de gravité d^un système matériel se meut 
comme si toute la masse du système y était concentrée, 
et comme si toutes les j or ces extérieures y étaient trans- 
portées parallèlement. 

Les forces extérieures et les forces d'inertie des 
éléments matériels du système forment en effet, à 
chaque instant, un système équivalent à zéro, dont, 
en particulier, la résultante génér^tle est nulle. 

Si F désigne la résultante générale des forces exté- 
rieures, Jo r accélération du centre de gravité, j'ob- 
tiens ainsi (§46) l'équation géométrique 

^ V. ^ ^ 

F — M Jo = ou F = MJo ; 

C'est celle du mouvement d'un point matériel de 
masse M, soumis à la force F et coïncidant constamment 
avec le centre de gravité. On pourra donc écrire cette 
équation ou les équations analytiques équivalentes, 
comme s'il s'agissait d'un point matériel. 
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73. — Soient A et B deux solides en contact en 
uu point I (fig. 24). En réalité, ces deux corps subis- 
sent une certaine déformation du fait de leur contact, 

de sorte qu'ils se tou- 
chent suivant une petite 
aire entourant le point I. 
Les actions de contact 
Fi, Fg, ..., auxquelles A 
est soumis de la part 
de B le long de cette 
petite aire, donnent, par 
réduction au point I, une 
résultante générale H et 
un couple G, générale- 
ment très petit, car les 
actions élémentaires F,, 
F2, ... passent toutes 
dans le voisinage immé- 
diat de I. 

On décompose généra- 
lement la force R en une composante normale N et une 
composante tangentielle T appelée jorce de résistance 
au glissement ou force de frottement. Le couple G se 
décompose en deux : l'un, dont l'axe G^ est normal 
en I aux deux surfaces, s'appelle couple de résistam^ce 
au pivotement. L'autre, dont l'axe G^ est tangent en I 
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aux deux surfaces, s'appelle couple de résistance au 
roulement. 

Le couple G peut généralement être négligé ; je le 
négligerai toujours, sauf avis contraire : V action dd 
contact de B sur A équivaut alors o/pproximaMvement à 
une force unique (réa^ction de B sur A) a/ppliquée en I. 

74. Résistance au glis- 
sement ou frottement. — 
La réaction E du corps B 
sur le corps A au point 
de contact I est dirigée 
vers l'intérieur du corps 
A ; elle vérifie l'une des 
deux lois siûvantes, selon 
que la vitesse de glisse- 
ment U (^) au contact 
des deux corps est nulle 
ou non : 

1° U = 0. La réaction 
R <fig. 26) fadt a/vec la 
normale commune aux 
deux surfaces un angle a 
inférieur à un certain 

angle (p, dépendant uniquement de la nature des corps A 
et B et de Vétat plu,s ou moins rugueux de leurs surfaces : 

a r^ <p ou T ^ f N (<g(p = /) ; ou encore : 

La réOfCtion R est intérieure à un cône de révolution 
dont Taxe est la normale aux deux surfaces et dont le 
demi-angle est cp. 




(1) La vitesse de glissement U de A par rapport à B est la 
vitesse par rapport à B de l'élément de matière de A qui, à 
l'instant considéré, se trouve au point de contact I ; cette 
vitesse est dans le plan tangent en I. 

Beohin. — Statique et dynamique. — I. 5 
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L'angle cp, sa tangente /, le cônei sont appelés res- 
pectivement : 

cp, angle de frottement ; 

tg(^ = /, coefficient de frottement ; 

le cône, cône de frottement, 

20 U :^ 0. — La Gomposamte tangentieUe T de la récte- 
tien R (fig. 26) est 'portée par la même droite que la 

vitesse de gUasement U 
de A par ra/ppori à "B ; 
elle est dirigée dans le 
sens opposé. 

De plus, la réaction K 
fait avec la normale 
commune l'angle de 
frottement : ^ 




a = <p 



ou 



T = fN; 



ou encore : 

La réaction R est por- 
tée par Vune des gêné- 
ratrices du cône de frai' 
tementj celle qui se pro- 
jette sur le plan tangent 
commun suivant la 
demi-droite opposée à la vitesse de glissement. 

La loi relative à la statique rentre dans le premier 
cas : U = 0. ' , 

Si le contact entre A et B a lieu le long d'une aire 
finie, les lois précédentes sont admises comme s' appli- 
quant le long de chaque petit élément de cette aire. 

Deux corps A et B, pour lesquels le coefficient de 
frottement est différent de zéro, sont dits dépolis ; 
on dit aussi que le contact de ces deux corps a lieu 
avec frottement. 

Deux corps A et B, pour lesquels le coefficient de 
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frottement est nul, sont dits parfaitement polis : dans 
ce cas, la réaction E est toujours normale au plan tan- 
gent commun. On dit aussi que le contact de ces deux 
corps a lieu eana frottement. Ce cas est purement théo- 
rique et ne peut être envisagé qu'à titre d'approximation, 
le coefficient de frottement au contact de deux corps 
étant, dans certains cas, assez près de zéro, mais n'étant 
jamais zéro. 

Voici quelques valeurs usuelles qu'il ne faut consi- 
dérer que comme des valeurs moyennes : 



Corps 


/ 


Bois sur bois à sec. . . 

Fer sur chêne à sec 

Fer sur orme à sec 

Métal sur métal à sec 

Cuir sur chêne à sec 

Cuir sur fonte à sec 


0,25 à 0,5 

0,6 
0,25 
0,15 à 0,2 

0,4 

0,3 



Ces lois, qui résument les recherches expérimentales 
de Ooulomh et de Morin, ne doivent pas être considérées 
comme rigoureuses : ce ne sont que d'assez grossières 
approximations ; les phénomènes auxquels elles se 
rapportent sont d'ailleurs très complexes. 

En particulier, si l'on conserve à ces lois leur forme, 
le coefficient de frottement au repos (statique) /o est 
généralement supérieur au coefficient de frottement / 
pendailt le mouvement. 

D'autre part, il n'est pas exact que le coefficient 
de frottement soit rigoureusement indépendant de 
la valeur N de la réaction normale ; il augmente géné- 
ralement un peu avec la valeur de N par unité de sur 



face, comme le montre le graphique ci-contre, qui 
traduit des expériences de Q. Bennie (fig. 27). 

Il n'est paa exact non plus que le coefficient de 
frottement soit indépendant de la vitesse de glieaement 



ig. 27. 



Fig. 2 



U ; il diminue en générai quand U augmente, comme le 
montre le graphique ci-eontrc, qui traduit des expé- 
riences de We»tingliou8e et Galton sur le frottement 
ail contact de rails et de roues de wagons (fig. 28). 
Enfin, ces résultats sont relatifs à un contact direct 
entre les corps. Or, dans les machines, les surfaces 
frottantes sont presque toujours graisséea, ce qui a 
l'aTantage de réduire le frottement et de diminuer 
[ement de chaleur. 

ce cas, le coefficient de frottement est beau- 
is affecté par les variations de pression ou de 
Sa variation et celle du coefficient do frotte- 
ec suivent dos lois absolument opposées (fig. 29). 
iciont de frottement est aussi largement affecté 
variations de température, qui peuvent être 
ables, par suite de la chaleur dégagée entre 
1C6S frottantes (fig. 30). 

utiliser les lois précédentes, on pourra admettre 
ine valeur constante, à condition que la vitesse. 
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la pression restent comprises entre des limites suffi- 
samment voisines. 

75. Résistahce au roulement et au pivotement. — 

Les propriétés du couple G, (§ 73) de résistance au 



( Spermaceti ) 




o.o5 



N I Kgr par «m* > 



Fig. 29. 
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Fig. 30. 



roulement sont très complexes ; les expériences n'ont 
d'ailleurs été faites que dans des cas très particuliers. 
S'il s'agit d'un cylindre roulant sans glisser sur un 
plan, les expériences de Coulomb, Morin, Dupuit, 
Foirée, etc. ont abouti à un résultat de même forme 
que pour le frottement de glissement : 

Les notations étant celles du § 73, on a Gf^^ô.N, 
si le cylindre ne roule pas ; si le cylindre roule, on a 
Gt = . N, le sens du couple G^ étant de plus opposé 
au sens de la rotation. 

Ce paramètre S s'appelle paramètre ou coefficient 
de résistance au roulement; il a les dimensions d'une 
longueur. 

En composant le couple G^ et la réaction R, il est 
évident qu'on peut tenir compte de la résistance au 
roulement, 'en déplaçant la réaction d'une quantité ô 
tangentiellement à la section droite du cylindre, dans 
le sens du mouvement. 

Les auteurs iie sont pas d'accord sur la manière 
dont 8 dépend des dimensions du cylindre. Dans les 
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applicatiuiiB, il y aura lieu de prendre uao vtJouT S, 
terminée en vue des conditions réalieées. 
Les cliiffies, à titre d'exemple : 



ire des oorpB. 


3 en mm. 




boie sur bois . . . . 
çons sur rails .... 
iture sur chaussée cul- 
ture sur pavé . , . . 


0,5 à 1,5 
0,5 à 1 

15 a 60 
18 k 25 





lieu de considérer le cas d'un roulement 
aeat eiroultanég, car les lois du frotte- 
iinent ne sont que des approximatiODS 
ï résistance au roulement est du même 
ideur que les erreun commises dans 
1 frottement de glissement. 
1„ de résistance au pivotement provient 
les unes sur les autres des dettx petites 
et. Sa valeur est donc liée à celle du 
'rottemont de glissement et aux dimen- 

en contact, 
es corps. — Los corps de la natnre ont 
LIS. Les corps à une ou deux dimen- 
ccupe la mécanique théorique, doivent 
comme des corps naturels dont certaines 
it négligeables par rapport ^ la préci- 
se ; on ne devra pas perdre de vue qu'ils 
,3 moins à trois dimensions. 

actions de contact exposées oi-desEits 
lan tangent en chaque point de la surface 
s aspérités sont négligées vis-à-vis des 
léralcB. 



■% 
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On ne considérera pas de corps s'appuyant sur un 
autre par une arête vive ou une pointe aigiie, à la manière 
d'un couteau ou d'une aiguille. Toute arête, toute 
pointe seront supposées suffisamment émoussées pour 
ne pas déformer et détériorer sensiblement les corps 
en contact. On conçoit d'ailleurs que le calcul ne s'appli- 
querait guère en général à des problèmes de ce genre. 

Ainsi une tige reotiligne sera considérée comme ayant 
une forme cylindrique de petite section, arrondie à 
ses extrémités. Un disque circulaire sera considéré 
comme ayant la forme d'un cylindre de révolution 
de faible hauteur, dont la surface latérale se raccorde 
avec la surface des bases, les arêtes circulaires étant 
émoussées, etc. 



BÉACTI0N8 8AN8 FROTTEMENT. 
(Étude de quelques liaisons simples.) 

77. Rotation autour d'un axe. — Pour guider la 
rotation d'un solide A autour d'un axe A, par rapport 
à un solide B, on 
peut munir le solide A ' W^W^^Wi:'/.- ': 







^^^m 







1/ 



d'un arbre de révolu- 
tion en contact avec 
des paliers portés par 
B (fig. 31). Cet arbre 
présente des épaule- 
ments E, l'empêchant 
de glisser le long de 
l'axe de rotation. Au Pig. 31, 

contact des paliers, 

les réactions, supposées sans frottement, étant nor 
maies à la surface de révolution de l'arbre, rencon 
trent son axe ; d'où la propriété suivante : 
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Lt moment résultant des réductions des 'paliers sur 
V arbre, par ra/pport à Vaxe de rotation, est nul. 

Cette proposition s'applique sansmodifidation, quelle 
que soit la distribution des contacts entre A et B 
destinés à assurer la liaison, les surfaces limitant A et 
B n'étant pas nécessairement de révolution. En m 
point de contact M, en effet, la vitesse de glissement 
de A par rapport à B est, d'une part, située dans le 
plan tangent commun [§ 74, note (^)], d'autre part, 
perpendiculaire au plan MA ; la réaction en M, normale 
à ce plan tangent, est donc normale à la vitesse de glis- 
sement et se trouve, par suite, dans le plan MA. 

Si le frottement de glissement n'est pas négUgeable, 
le moment, des forces de frottement (actions de B sur 
A) par rapport à l'axe A, lorsqu'il y a mouvement 
relatif, est 

S(Nr/), (§ 74), 

N désignant la réaction normale en un point M, r la 
distance de ce point à l'axe A. Ce moment est en sens 
contraire du vecteur w, représentant la rptation de A 
par rapport à B. 

Ex. 90. Le guidage à un paramètre d'un solide A par 
rapport à un solide B, parallèlement à un plan P, est réalisé 
par contact direct sans frottement. Montrer que le moment, 
des réactions de B sur A par rapport à Taxe instantané de 
rotation est nul. 

Ex. 91. Même problème, le guidage étant à deux paramètres 
a et ^. Montrer que les réactions sont, les unes, normales au 
plan P, les autres, situées dans un même plan. (On remarquera 
que la vitesse d*un point de A par rapport à B est la résul- 
tante de celles qu'on obtient en faisant varier séparément a 
et p.) 

78. Rotation autour d'un point. — Si un guidage 
à trois paramètres réalise la rotation d'un solide A 
autour d'un point 0, par rapport à un solide B, au 



1 



•T 
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moyen de contacts sans frottement entre A et B, 
les réactions de B sur A équivalent à une force unique, 
passant par le point ; on rappelle souvent réaction 
du point fixe. En effet, en chaque contact M, la réaction, 
devant être normale à toutes les vitesses de glissement 
possibles en M, est nécessairement portée par OM. 

Ex. 92, Même problème, le guidage étant à deux paramè- 
tres. Montrer que certaines réactions passent par O, les autres 
sont dans un même plan. 

Ez. 93, Tranalaiion. — Si un guidage à un paramètre 
réalise une translation d'un solide A par rapport à un solide B, 
au moyen de contacts saùs frottement entre A et B, les réac- 
tions de B sur A sont à chaque instant normales à la. direction 
de la translation. 

Ex. 94, Mouvement hélicoïdal. — Le mouvement hélicoïdal 
(pas H, axe A) d'un solide A par rapport à un solide B étant 
guidé par des contacte sans frottement entre A et B, montrer 
que. le moment des réactions par rapport à Taxe A et leur 

projection sur cet axe sont dans le rapport ^r- . Ces deux 

vecteurs sont de sens opposés dans le cas des vis du commerce. 

Cette propriété s'étend au guidage le plus général à un 
paramètre de A par rapport à B, puisque, dans tout mouve- 
ment de ce genre, il existe un mouvement hélicoïdal tangent. 

Ex, 95, — Rotation autour d*un axe et translation le long 
de Vaae. — Si le solide A peut tourner et glisser librement, 
par rapport au solide B, autour et le long d'un axe A (à la 
manière d'un verrou cylindrique), montrer que toutes les 
réactions rencontrent A à angle droit, dans l'hypothèse de 
contacts sans frottement. * 

79. Les raisonnements précédents ne s'appliquent 
évidemment pas si les liaisons entre A et B sont obte- 
nues à l'aide de corps intermédiaires ; la théorie des 
travaux virtuels (vol. II, ch. XVIII) résout la question. 

80. Roulement sans glissement. — Dans un grand 
nombre de mécanismes, on voit des corps rouler sans 
glisser les uns sur les autres (roues d'une voiture, 
roulements à billes, etc.)- Ce roulement sans glissement 
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se produit généralement quancl le coefficient de frotte- 
ment, o' est-à-dire de résistance au glissement, est suffi- 
samment grand pour s'opposer à tout glissement. 

Pour étudier spécialement ces questions, on se pose 
alors le problème sous forme théorique, en supposant 
a 'priori que, aux contacts considérés, aucun glissement 
ne se produira : on dit alors que les corps sont assujettis 
à rouler sans glisser les uns sur les autres. Le coefficient 
de frottement n'est pas donné, il est supposé suffisam- 
ment grand pour s^ opposer àjout glissement. 

La réaction en un contact oîb aucun glissement ne se 
produit n'est pas normale en général : il serait contra- 
dictoire de supposer, en un contact, qu'il y a roule- 
ment sans glissement, et que le coefficient de frotte- 
ment est nul ; si l'on glisse si facilement sur la glace, 
c'est que le coefficient de frottement au contact est 
très faible. 






Chapitre IX 
CHANGEMENT DU SYSTÈME DE RÉFÉRENCE 



81. La loi fondamentale de la mécanique (g 64) 
donne la relation qui existe entre les actions aux- 
quelles un système matériel est soumis, et les cléments 
cinématiques (accélérations) de son mouvement par 
rapport à des axes absolus Ox, Oy, Oz, 

Or, l'expérience de tous les jours montre que les lois 
de la mécanique dépendent essentiellement du mouve- 
ment des axes O'x', D'y', O'z', auxquels on rapporte 
les mouvements des systèmes matériels. 

Un fil à plomb, attaché au plafond d'une salle et pri- 
mitivement immobile, reste au repos. Si. on répète 
cette expérience en chemin de fer, on voit le îR ïi 
plomb se mettre brusquement en mouvement, lorsque 
le train décrit une courbe, ou ralentit pour entrer 
en gare. 

Si Ton est si maladroit lorsqu'on essaie de marcher 
sur le pont d'un navire par mer houleuse, c'est que 
notre corps est habitué aux lois de la mécanique par 
rapport à la terre, et non aux lois de la mécanique par 
rapport à un navire, qui roule et tangue. 

De même aussi, les lois de la mécanique, lorsque 
les mouvements sont rapportés à la terre, ne doivent 
pas être les mêmes que lorsqu'on rapporte les mouve- 
ments aux axes absolus. 

Je vais chercher quelle est la loi fondamentale de la 
méccmique relative, c'est-à-dire quelle est la relation 
entre les actions auxquelles un système matériel est 
soumis et les éléments cinématiques de son mouve- 
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ment par rapport à des axes O'x', O'y', O'z' animés 
d'un mouvement quelconque. 

82. Loi fondamentale de la mécanique relative. — 

Tar rapport à des axes O'x', O'y', O'z', animés d'un 
mouvement quelconque ^ la loi fondamentale de la méca- 
nique pour un System f matériel est la même que si les 
axes de référence 0'x\ O'y', O'z' étaient absolus, à con- 
dition d^ adjoindre aux forces extérieures, agissant réelle- 
ment sur les éléments de ce système matériel, deux sys- 
tèmes de forces fictives : 



1» les forces d'inertie d'entraînement — mJ^ de 

ces éléments matériels ; 



20 les forces d'inertie complémentaires — znJ^ 

de ces éléments matériels (^). 

En effet, à chaque instant, les forces extérieures, 
auxquelles le système est soumis, forment, avec les 



forces d'inertie absolues — mJ de ses éléments, un 
système de vecteurs équivalent à zéro. Si je décom- 

pose chaque force d'inertie absolue — mJ en trois 

— mJ', — mJc, — mJ^ (§ 52), j'obtiens la proposition 
suivante, qui n'est pas différente de celle à établir : 

A chaque instant, les forces d'inertie relatives — m J', 
les forces extérieures, les forces d'inertie d'entraîne- 



ment — mJe, et les forces d'inertie complémentaires 

— mJe forment pour tout système matériel un sys- 
tème de vecteurs équivalent à zéro (§ 64). 



(1) Dans ces dénominations, le mouvement du système 
matériel par rapport aux axes absolus Ox, Oy, Os, est consi- 
déré comme résultant de son mouvement {relatif) par rapport 
à O'a;', O'y', O'z', et du mouvement {d* entraînement) de 
O'x'y O'y', O'z' par rapport à Ox, Oy, O^. 
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83. PoUit matériel. — L'équation géométrique du 
mouvement d'un point matériel, par rapport à dés 
axes mobiles O'x', O'y', O'z', est 



mJ' = F — mJ„ — mJ 



e« 



F désignant la résultante des forces agissant réelle- 
ment sur le point. 

84. Equilibre relatif. — La loi^ fondamentale de 
VéquUihre relatif d*un système matériel par rapport à 
des axes mobiles O'x', 0'y\ O'z', est la même que si ces 
axes étaient absolus, à condition d'adjoindre aux forces 
extérieures les forces d'inertie d'entraînement. 

Il n'y a, dans ce cas, ni accélération relative J', 
ni accélération de Ooriolis J^. : J et Jg sont identiques. 

85. Translation du système de référence. — La 
loi fondamentale de la mécam,ique par ra/pport à des 
axes de référence C'a?', O'y', 0'z\ animés d'une trans- 
lation par rapport à des axes absolus, est la même que 
si ces axes étaient absolus, à condition d'adjoindre aux 
forces extérieures, agissant sur chaque système snatériel, 

les forces d'inertie d^ entraînement — mJ, de ses éléments. 
Il n'y a pas dans ce cas d'accélération de Coriolis Je- 

86. Translation rectiligne imlforme. — La loi fonda- 
mentale de la mécanique par ra/pport à des axes de réfé- 
rence O'x, O'y', O'z'y animés d'une translation rectiligne 
uniforme, par ra/pport à des axes absolus, est la même 
que si ces axes étaient absolus, car les forces d'inertie 
d'entraînement et complémentaires sont toutes nulles. 

Tout système d'axes animé d'une translation recti- 
ligne uniforme par rapport à des axes allant du centre 
d'inertie du système solaire vers trois étoiles peut donc 
être considéré comme constituant un systènle d'axes 
absolus (§ 56). 



Chapitre X 



LOIS DE LA MÉCANIQUE TERRESTRE 



I. AXE8 JOIGNANT LE OENTBE 
DE JjA te BEE AUX ETOILE 8 

87. Loi approchée (phénomènes terrestres, sauf 
marées). — Four les phénomènes observés à la surface 
de la terre, sauf pour le phénomène des marées, la loi 
fondamentale dt la mécanique par ra/pport à des axes 



^f I ^2 





-^ 
^ 



Fig. 32. 

Txi, T2/1, Tzi, joignant le centre de la terre à trois étoiles^ 
est la même que si ces axes étaient absolus, à condition 
de ne pas tenir compte de V attraction des astres autres 
que la terre. 

En effet, soit Jt l'accélération du centre de la terre 
par rapport aux axes absolus Oa:, Oy, Oz (fig. 32); le 
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mouvement des axes de référence Tx^, Ty^, Tg^ par 
rapport aux axes absolus étant une translation, T ac- 
célération d'entraînement de tout élément matériel est 

Jt» et sa force d'inertie d'entraînement est — mJj. 
Il n*y a pas de forces d*inertie complémentaires ( § 82). 
Or, il se trouve que le vecteur Jx représente presque 
rigoureusement la valeur de l'attraction des astres 
autres que la terre sur l'unité de masse placée au centre 

T de la terre (^) ; il en résulte que l'attraction mcp 
des astres, autres que la terre, sur l'élément matériel 
de masse m, est sensiblement compensée par sa force 

d'inertie d^entraînement — mJx, de sorte que, si je né- 

glige ces vecteurs m(cp — Jt), j'obtiens bien la loi ap- 
prochée énoncée ci-dessus. 

Cette loi, qui néglige les vecteurs m(cp — ^Jt), rend 
compte de tous les phénomènes observés à la surface 
de la terre, à l'exception ; 

1° De certaines expériences, dont le degré de préci- 
sion atteint la limite de ce qu'on peut observer ; 

2® Du phénomène des marées. Ce phénomène est 

dû en effet à ces vecteurs m(cp — Jt), c'est-à-dire à 



(1) Le théorème du centre d'inertie (§ 72) appliqué à la 
terre entière dans son mouvement par rapport aux axes 
absolus Ox, Oy, Oz, montre en effet que raccélération Jt 
du centre de la terre s'obtient en divisant par M (masse de la 

terre) la somme géométrique ^(m^) des forces extérieures, 
attractions des astres sur les différents éléments qui consti- 
tuent la terre. Ce vecteur — S(w^) est la moyenne des 

— ► 
vecteurs ç qui représentent la valeur de l'attraction des astres 

sur l'unité de masse placée en chaque point de la terre. C'est 

donc sensiblement l'attraction des astres sur l'unité, de masse 

placée au centre de la terre. 
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->■ 

la différence qui existe entre la valeur cp de 1* attraction 

des astres à la surface de la terre et sa valeur Jt au 
centre de la terre. Pour les océans qui occupent d'un 

seul tenant une partie considérable de la surface du 

— >- —>■ 
globe, ces forces m(cp — Jt), malgré leur petitesse, pro- 
duisent des effets considérables. Ces, effets sont insi- 
gnifiants sur des mers de petite étendue (*). 

La règle suivante précise la loi énoncée : 

88. Règle. — Un système matériel S étant mobile 
à la surface de la terre, 

1° Les forces d'inertie de ses éléments par ra/pport à des 
axes Txi, Tt/i, Tz^y allant du centre de la terre vers les 
étoiles, 

2^ Les actions extérieures dues aux éléments terrestres 
étrangers au système S, y compris VaMra>ction de la terre 
sur le système S, 

forment à chaque instant un système de vecteurs équi- 
valent à zéro. 
» 

Pour le phénomène des marées, il y a lieu d'adjoindre 
-> -> 
les forces m(cp — Jt). 

Ex, 96, L* existence d'axes absolus (§ 56) étant admise, 
montrer que des axes parallèles, issus du centre d'inertie' 
du système solaire, peuvent être considérés comme axes 



(1) Seuls les astres (lune, soleil), assez près de la terre ou de 
masse suffisante pour que leur attraction varie sensiblement 
d'un point à un autre de la terre, interviennent dans la valeur 

de ces vecteurs m{z> — Jt)« 

L'action de la lune y entre pour une valeur qui ne dépasse pas 

la dix-millionième partie du poids de l'élément wi (§ 89). 

L'action du soleil y entre pour une valeur qui ne dépasse pas 

la vingt-millionième partie. 

Au total, même lorsque ces influences s'ajoutent (pleine 

— >■ — >■ 
lune, nouvelle lune), les vecteurs wi(9 — Jt) ne dépassent 

pas la six-millionième partie du poids. 
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absolus pour les phénomènes observés dans ce système, 
à condition de ne pas tenir compte de l'attraction des étoiles, 
si Ton peut négliger la différence qui existe entre la Taleor 
de cette attraction en un point du système solaire et sa valeur 
au centre d'inertie. 



II. AXES INVARIABLEMENT LIÉS 
A LA TEBBE 



Nord 



89. Poids vulgaire. — Le mouvement, par rapport 
aux axes Ta?i, Tyi, T^f, allant du centre de la terre aux 
étoiles, d'un élément de 
matière à la surface de 
la terre, résulte de son 
mouvement (relatif) par 
rapport à la terre (axes 
Taj„ Ty^, Tz^), et du 
mouvement (d'entraîne- 
ment) de la terre par 
rapport aux axes Tx^, 
Tyi, Tzi, mouvement 
qui, on le sait, est une 
rotation uniforme au- 
tour de la ligne des 
pôles Tz^ (fig. 32). ! 

L'accélération d'en- Fig. 33. 

traînement J« de cet élé- 
ment a pour valeur numérique (n^r (w, vitesse angulaire 
de la terre ; r, distance de l'élément matériel à la ligne 
des pôles). Sa force d'inertie d'entraînement a pour 
valeur moih; elle est centrifuge (fig. 33). 

On appelle poids vulgaire ou simplement poids de 
cet élément la résultante 

P = Ft — mJe 
Bbghix. — Statique et dynamique. — I. 6 
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de r attraction Ft de la terre sur cet élément, et de sa 
force d'inertie d'entraînement. 

Le nom de pesanteur est généralement réservé au 

P 

vecteur — représentant le poids dé l'unité de masse, 
m 

90. Verticale d'un lieu. — En un même lieu, les 
poids de tous les éléments matériels sont parallèles 
et proportionnels aux masses, car, en un même lieu, 

les vecteurs Ft (loi de Newton) et -^—mJ, sont parai- 
lèles et proportionnels aux masses. 

La direction commune des poids, en un lieu, s'appelle 
verticale du lieu, 

91. Poids d'un corps. — Les poids des éléments 
inatériels d'un corps étant parallèles et proportionnels 
aux masses, équivalent à un vecteur unique (poids du 
corps) passant par le centre de gravité. 

92. Loi fondamentale de la mécanique terrestre 
(approximation). — Pour les phénomènes courants à 
la surface de la terre, on peut considérer des aaces TiCg, 
T^a» T02> l'^és invariablement à la terre, comme absolus, 
à condition de remplacer V attraction de la terre, sur chaque 
élément de matière, par le poids de cet élément, et de ne 
pas tenir compte de V attraction des astres autres que la 
terre. 

En effet, j'ai montré (§ 87) que, pour les phéno- 
mènes terrestres, les axes Tx^, Tt/i, Tzi, parallèles aux 
axes absolus, peuvent être traités comme des axes 
absolus, à condition de ne pas tenir compte de l'attrac- 
tion des astres autres que la terre. 

Pour passer des axes TaJi, T^i, TiHi aux axes Tx^, 

Tyzf Tzy liés à la terre, je dois introduire les forces 

— ► 

d'inertie d'entraînement — mJ^ et complémentaires 

— >■ 

— mJc relatives à ce passage ( § 82). 

— ► 

Je tiendrai compte des forces — mJ,. on rempla- 
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çant rattraction de la terre sur chaque élément de 
matière par son poids. Quant aux forces d'inertie 

complémentaires — mJ,,, elles sont trop faibles, en 
général, et ne peuvent être mises en évidence que dans 
des expériences de précision {pendule de Foucault, 
ex. 226, gyroscope de Foucault, compas gyroscopique, 
vol. II, ch. XXI). La proposition énoncée est établie ; 
la règle suivante en précise l'application : 

03. Règle. — Un système maiériel S étant mobile 
à la surface de la terre, 

1° Les forces dHnertie — m^z dp ses éléments par 
rapport à la terre (Ta?2, Ty2, T^-g) ; 

2° 8 on poids P ; 

3° Les forces extérieures, actions sur ces éléments des 
éléments terrestres étrangers au système S (abstraction 
faite de Vattra>ction terrestre, comprise dans le poids P), 

forment un système de vecteurs équivalent à zéro. 

Cette règle n'est qu'approchée : pour rendre compte 
d'expériences telles que. le pendule et le gyroscope de 
Foucault, le compas gyroscopique, il faut adjoindre les 

forces d'inertie complémentaires — m Je dues à la ro- 
tation de la terre par rapport aux axes absolus. 
Une règle tout à fait rigoureuse exigerait l'adjonction 

des forces m(cp — Jt) (§ 87) ; c'est cette règle qu'il faut 

appliquer dans la théorie des marées. 

94. Cas particulier. Loi fondamentale de la statique 

terrestre. — Un système matériel S restant en équilibre 

par ra/pport à la terre, son poids P et les forces extérieures, 

dues aux éléments terrestres étrangers au système S 

{sauf V attraction terrestre, comprise dans P), forment un 

système de vecteurs équivalent à zéro. 

— >■ 
En effet les forces d'inertie relatives — mJg et com- 

— >- 
plémentaires — m Je sont nulles. 
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Cette loi n'est pas absolument rigoureuse, car elle 

ne tient pas compte des vecteurs m(cp — Jt), qui sont 
d'ailleurs tout à fait négligeables (§ 87, note 2). 

95. Mécanique terrestre du point matériel. — 
L'équation géométrique du mouvement d'un point 
matériel par rapport à la terre est 

mJ^ = F -I- P, 

abstraction faite des vecteurs — mJ<, et m((p — Jt). 
F désignant la résultante des actions, auxquelles le 
point est soumis de la part des éléments terrestres, 
à l'exclusion de l'attraction terrestre, comprise dans P. 

96. Accélération de la pesanteur. — L'équation 
précédente montre qu'un point matériel soumis unique- 
ment à son poids (F = 0), à la surface de la terre, a, 
par rapport à la terre, un mouvement d'accélération 

P 

9 =~ 
m 

Cette accélération est la même en un môme lieu pour 
tous les points matériels, quelle que soit leur masse, 
puisque, en un même lieu, les poids sont proportionnels 
aux masses. C'est la loi de Galilée, relative à la chute 
des corps dans le vide. 

Cette accélération de la pesanteur varie d'un point 
à un autre de la terre par suite, d'une part, des varia- 
tions de l'attraction terrestre (la terre n'étant pas 
spbérique), et, d'autre part, des variations de la force 
d'inertie d'entraînement miD^r qui intervient (§ 89) 
dans la définition du poids. 

Au Pôle, on a, g = 9,831 ; à l'Equateur g = 9,781 ; 
h Paris, au niveau de la mer, ^ = 9,81 ; à l'altitude 
moyenne de Paris, g = 9,808 (système industriel). 

Ex, 97, Quelles sont les lois de la mécanique à la surface 
de la lune? Dana quelle mesure Tattraction de la terre sur un 
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corps placé à la surface de la lune est-elle compensée par a 
force d'inertie d'entraînement due au mouvement du centre 
de la lune dans l'espace? Quelle est l'accélération de la pesan- 
teur à la surface de la lune? Quelle est la force d'inertie d'en- 
traînement due à la rotation de la lune sur elle-même? Montrer 
qu'à la surface de la lune, un individu, tombant de 12"» de 
haut, ne se ferait pas plus de mal qu'en tombant de 2 ■" à la sur- 
face de la terre (on admettra que l'attraction d'une sphère 
sur un point extérieur est la même que si la masse était con- 
centrée en son centre). Masse de la lune »= 0,0123 x masse 
de la terre ; rayon de la lune = 0,273 x rayon de la terre ; 
distance de la terre à la lune = 60,26 rayons terrestres ; rota- 
tion de la lune sur elle-même en 27,3 jours. 



Chapitre XI 

EXERCICES SIMPLES 
SUR LA MÉCANIQUE TERRESTRE 



I. 0ÉNÉBALITÉ8 

97. L'objet de cet ouvrage étant, avant tout, 
l'étude des phénomènes courants observés à la surface 
do la terre, c'est la règle relative à la mécanique terrestre 
(§ 93), débarrassée, sauf avis contraire, des vecteurs 

— m Je et m(cp — Jt), que j'appliquerai toujours. Les 
axes de référence seront liés invariablement à la terre. 

Pour simplifier, j'emploierai le même langage que 
si les axes étaient absolus : je considérerai comme 
forces extérieures s' exerçant sur un système matériel, 
les actions de contact, les actions électriques ou ma- 
gnétiques, auxquelles il peut être soumis de la part des 
éléments terrestres étrangers, et son poids P, quoique, 
en réalité, ce poids P soit partiellement fictif. Un 
corps sera dit fixe ou mobile suivant qu'il sera fixe ou 
mobile par rapport à la terre. 

La solution d'un problème de mécanique terrestre 
s'obtiendra en appliquant au système matériel entier 
objet du problème, ou à telles parties de ce système 
auxquelles on jugera utile de Vap'pliquer, la loi fonda- 
mentale de la mécanique terrestre ( § 93). 

Ou bien on appliquera l'énoncé tel qu'il est, ou bien 
ou en appliquera des corollaires (théorèmes du centre 
de gravité, du moment cinétique, de la force vive, 
du travail virtuel). Jusqu'à ce que ces corollaires 
soient établis, on n'aura à sa disposition que la loi 
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fondamentale et le théorème du centre de gravité ( § 72). 
On se rappellera que ce théorème exprime, sous forme 
commode, l'égalité à zéro de la résultante générale des 
forces extérieures et des forces d'inertie de la portion A 
du sy.^tème matériel donné, à laquelle on l'applique. 

La recherche des forces extérieures se fera en utili- 
sant la classification du § 61. 

Gomme aoUor^s à distance, il n'y aura que le poids P 
de cette portion A, à moins qu'il ne s'agisse d'appareils 
susceptibles d'introduire des actions électriques, magné- 
tiques ou électromagnétiques. 

Pour les actions de contact, on passera en revue métho- 
diquement la surface limitant A : partout oil A sera, 
le long de cette surface, en contai avec des éléments étran- 
gers, il y a/ara lieu de prévoir une action de contact de la 
part de ces éléments ; aux contacts entre solides, on 
utilisera les propriétés qui font l'objet du chapitre VIII. 

S'il s'agit d'un corps en repos dans un fluide, le prin- 
cipe d* Archimède (vol. II, ch. XVII), indique que les 
pressions du fluide sur le. corps (§ 62) équivalent à une 
force (poussée) directement opposée au poids du fluide 
déplacé. La poussée de l'air sur un corps a une valeur 
de 1°, 3 pour chaque décimètre cube occupé par le corps ; 
elle est généralement négligeable pour les corps beau- 
coup plus lourds que l'air. Le principe d^Archimède ne 
s'applique pas à Vêtait de nnouvement : le système de 
forces qu'il faut composer avec la poussée di* Archimède 
pour réaliser le système des pressions du fluide sur le 
corps, s'appelle résistance opposée par le fluide au mouve- 
ment du corps (§ 166). 

La recherche des forces d'inertie en fonction des 
paramètres fixant la configuration du système donné 
et de leurs dérivées, utilisera les propositions du cha- 
pitre VI. 

Ce travail terminé, on exprimera géométriquement 
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OU ancdytiquement, complètement ou incom/pîètement, 
r équivalence à zéro du système de vecteurs formé par 
les forces extérieures et les forces d'inertie de la por- 
tion A. 



II. EXEB0I0E8 8UB L'UTILISATION 
DES FOEOES D'INEBTIE 

98. Corps reposant sur une table. — Un corps 
étant en repos sur une table, parfaitement polie ou non, 
la loi fondamentale de la statique terrestre indique 
que son poids P et les actions de contact de la table 
sur le corps forment un système de vecteurs équivalent 
à zéro. L'action de la table équivaut donc au vecteur P 
changé de sens ; l'action du corps sur la table équivaut 
au vecteur P lui-même, que le corps soit fixé à la table 
ou repose simplement sur elle. 

99. Solide mobile sur une table. — Si on voit un 
solide se mouvoir par translation sur une table inclinée 




Fig. 34. 
parfaitement polie (fig. 34), ses forces d'inertie, qui ont 
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une résultante — M J au centre de gravité G ( § 49), son 
poids P, et la résultante R des réactions normales de 
la table sur le corps, forment un système équivalent 
à zéro. Il en résulte que 
la réaction R passe par 
G, vaut P oos a, et que 
r accélération J est diri- 
gée suivant la ligne de 
pente de la table, et 
vaut gsina (a inclinai- 
son de la table). On 
montre en cinématique 
que, dans ces conditions, 
le mouvement est recti- 
ligne uniformément ac- 
céléré suivant la ligne 
de pente, ou parabolique 
(voir d'aiUeurs § 170). 

Ex, 98. {Expérieneêê de 
G, Eiffel 8ur la résistance 
de Vair). -^ On laisse tom- 
ber, le long d'un câble ver- 
tical A, un bâti B (fig. 35). 
Dans ce bfttii coulisse une 
tige verticale G portant à 
son extrémité inférieure la 
surface D, sur laquelle 
s'exerce la résistance de 
l'air B qu'on veut mesu- 
rer en fonction de la vi- 
tesse V, Son autre extré- 
mité porte une traverse E, 
sur laquelle agit un res- 
sort F, qui se tend sous l'influence de la résistance B, en 
même temps que la tige se déplace, par rapport à B, 
d'une quantité variable y. Cette traverse porte un diapason G, 
dont les vibrations s'inscrivent sur un tambour cylindrique K. 
Une roulette I et une vis sans fin J rendent la vitesse angu- 




Fig. 36. 
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laire de ce tambour proportionnelle à la vitesse de chute 
du bâti. 

L'expérience étant terminée, on trace la courbe qui passe 
dans l'axe des sinuosités tracées sur le tambour par le diapason. 
Montrer que l'examen de cette courbe donne les valeurs dey 
et de la hauteur de chute H en fonction du temps L Le tarage 
du ressort F étant supposé déterminé à l'avance (tension T 
connue en fonction de y), la loi fondamentale appliquée au 
systè.me GDBG détermine la valeur de B à chaque instant. 

100. Navire sous voiles. — Un navire sous voiles 
étant animé d'une translation rectiligne uniforme, 

les forces extérieures, auxquelles 
le navire entier, y compris l'équi- 
page, est soumis, forment un 
système équivalent à zéro, car 
les forces d'inertie de tous les 

r 

éléments sont nulles. 

Ces forces extérieures sont : 
1® Le poids P ; 
2° Tu action du vent, constituée 
par le système des pressions 
normales de l'air sur la surface 
totale (voiles et œuvres-mortes) ; 
ces pressions sont plus fortes sur 
les portions de ces surfaces, qui 
reçoivent le vent, que sur les 
portions sous le vent. v 

3° Jj action de Veau consti- 
tuée par les pressions normales 
de l'eau sur la carène : ces pres- 
sions sont d'une manière générale plus fortes sur les 
portions do ces surfaces, qui repoussent l'eau pour 
frayer un passage au navire. 

Le système de ces forces étant équivalent à zéro, le 
système de leurs projections sur un plan horizontal l'est 
aussi : les actions du vent ont en projection une résul- 
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tante F, les actions de Peau, une résultante R (fig. 36). 
Ces forces R et F sont directement opposées. 

Si les forces F et R ne sont pas directement oppo- 
sées (voiles trop sur l'avant ou trop sur .l'arrière), le 
navire évolue, puisqu'il apparaît alors nécessairement 
des forces d'inertie. Pour retrouver la translation rec- 
tiligne, qui constitue l'équilibre de route, il faut agir 
sur R (gouvernail, déplacement de poids à bord) ou 
sur F (balancement convenable de la voilure). 

101. Principe de l'aéroplane. — Un aéroplane (fig. 
37), en plein vol, étant animé d'une translation rec- 




Fig. 37. 



tiligne uniforme, son poids P, les pressions de l'air sur 
l'appareil et sur l'hélice, forment un système équiva- 
lent à zéro, si l'on néglige les forces d'inertie des 
organes mobiles du moteur. D'ailleurs le système des 
forces d'inertie de l'hélice et de l'arbre, dans ses par- 
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ties de révolution, équivaut à zéro ( § 60) ; pour le 
reste du moteur, on s'attache, dans la construotion, 
à réaliser le plus possible cette équivalence à zéro 
{ex. 89). y 

Si Ton admet la symétrie des pressions de Tair sur 
rhélice (approximation), le système de ces pressions 
admet Taxe de figure, c'est-à-dire l'axe de rotation, 
comme axe central, et équivaut par sidte à une force F 
dirigée suivant cet axe (forée de propulsion) et à un 
couple G dans un plan perpendiculaire. La symétrie des 
pressions de l'air sur l'appareil lid-même (en particulier 
les ailes) par rapport au plan longitudinal (approxi- 
mation), montre de même que ces pressions ont une ré- 
sultante R dans ce plan de symétrie. 

Les forces F, R, P et le couple G, forment un système 
équivalent à zéro. £n particulier, la résultante générale 
de F, R, P est nulle ; on voit que la composante verti- 
cale de R équilibre le poids ; la force de propulsion F 
sert à équilibrer la composante horizontale inévitable 
de R. 

Si les forces F, R, P étaient concourantes dans le 
plan de symétrie, le couple G ne se trouverait pas équi- 
libré ; une certaine dissymétrie dans la répartition 
des poids (P) ou dans la surface des ailes (R) est néces- 
saire dans ce but. Cette dissymétrie serait inutile 
avec deux hélices identiques tournant en sens contraire 
autour d'axes parallèles. 

Le même phénomène a lieu pour un na/vire à hélice ; 
pour une torpille automobile, l'impossibilité d'établir 
une dissymétrie suffisante rend indispensable l'emploi 
de deux hélices. 

102. Réactions d'un solide invariable tournant autour 
d'un axe. — Si un solide doit tourner uniformément 
à grcmde vitesse autour d'un axe OA, par rapport à un 
bâti fixe, il importe en général qu'il soit construit de 
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jaçon que Vaxe de rotation soit Vun des axes principaux 
d'inertie relatifs à son centre de gravité (^). 

C'est en effet la condition pour que le système des 
forces d'inertie soit équivalent à zéro (§51 et ex. 68). 
S'il en est autrement, les éléments de réduction en 
des forces d'inertie, sont différents de zéro (l'un au 
moins), et comme ils sont proportionnels à 03', ils 
atteignent facilement des valeurs conBidérables. Les 
réactions de l'axe, qui forment avec ces forces d'inertie 
et avec les autres forces Fi, Fj, ..., F» appliquées au 
solide un système de vecteurs équivalent à zéro, sont 
de ce fait également considérables. î>e plus, comme les 
forces d'inertie tournent avec le corps, les réactions 
sur le bâti, opposées aux réactions de l'axe, subissent 
à chaque tour des variations considérables, qui agran- 
dissent par usure le logement des tourillons et pro- 
voquent des trépidations considérables, nuisibles à la 
conservation de la machine. 

Ceci suppose évidemment qu'on n'ait pas pu compen- 
ser la valeur et les variations des forces d'inertie par 
une disposition convenable des forces Fi, F2, ..., F». 

Si un solide, tournant autour d'un axe principal 
d'inertie relatif à son centre de gravité, est soumis 
uniquement à son poids et aux réactions de l'axe (sup- 
posées sans frottement), ces réactions sont les mêmes 
que si le corps était au repos. 

JEx. 99. La rotation du solide ABOD déâni à l'ex. 66 est gui- 
dée par deux petits anneaux fixes, voisins de B et C, dans les- 
quels la tige BO supposée verticale, passe librement, la tige 
supérieure AB appuyant en outre, dans le voisinage de B, 
sur l'anneau correspondant. Les contacts étant réalisés sans 



(1) Cette condition doit être remplie avec d'autant plus 
de précision que la vitesse est plus grande ; d*où la difficulté 
de construction des turbines et moteura électriques, dont certains 
tournent à 10000 et 20000 tours par minute. 



94 ' STATIQUE ET DTNAHIQUB 

froUemenl, montrer que la robation est uniforme, et calculer 
les réactions des deux anneaux sur le solide. 

Ex. 100. Une plaque rectangulaire homogène ABCD (ei. 73) 
peut tourner autour de aa diagonale AO placée horizontale- 
ment ; elle est mlfiiie à cet effet de deux petits tourillons 
cylindriques en A et C, mobiles sans froiiemenl dans deux cous- 
sinets fixes da rayon légèrement supérieur. Montrer que la 
rotation est uniforme ; en quels points des deux touriUons 
se fait le contact? Si la Titesse de rotation est assez grande, 
montrer que les points de contact ne décrivent qu'une région 
trèa restreinte du tourillon. 

En. 101. Montrer l'unitotmité de la rotation et étudier 
les réactions de l'aie pour les Holides définis aux ex. 69, 71, 
72, 75, l'axe de rotation étant supposé vertical, la liaison 
étant réalisée san» froiitment par 2 petits tourillons cylin- 
driques, aux extrémités de l'axe. Sn quels points des tou- 
rillons se fait te contactP 

Ex. 102. Une tige rectiHgne homogène OÂ (ex. 74), mobile 
sans frottement autour de son extrémité O, se meut de telle 
faQon, BOUS l'influence de son poids, qu'elle tasse un angle 
constant a avec la verticale. Montrer qu'elle fait le tour de la 

verticale dans le temps T — 2ni /■ — ;; 

V 3? 
Ex. 103. Un cerceau OU un disque circulaire, une sphère 
creuse ou une sphère pleine abandonnés sans vitesse sur an 
plan Incliné, roulent sans glisser le long d'une ligne de pente. 
Montrer que leur mouvement a une accélération constante 
qui est pour chacun de ces corps respectivement la fraction 
= --■-.— de l'accélération g ain a d'un corps glissant sans 
frott«ment sur le plan. Bvaluer dans chaque cas la réaction 
du plan. {On appliquera la loi fondamentale de la dynami- 
que ; on éliminera la réaction en prenant les moments par rap- 
port au point de contact avec le plan). 

Ex. 104. Un dieque circulaire, homogène, roule sans glisser 
gne de pent« d'un plan incliné ; à son centre est sus- 
lana frottement un pendule de forme quelconque. 
Lnt que co pendule coqserve une orientation fixe, 
: 1° que l'accélération du mouvement est la même 
a masse du pendule était concentrée au centre du 
2° que l'inclinaison du pendule sur la normale au 

t arc tg / "'om' *f o ) ■ »i. masse du disque ; 
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m' masse du pendule ; a inclinaison du plan (on pourra appli- 
quer la loi fondamentale à Tensemble, puis au pendule 
seul). 

Ex. 105, Un cône de révolution homogène roule sans glisser 
sur une table horizontale fixe ; montrer que sa vitesse angu- 
laire est constante. Montrer que le roulement sans glisse- 
ment, au contact du plan, est incompatible avec une vitesse 
de rotation trop grande. 

Ex. 106. La roue décrite à l'ex. 55 ayant le mouvement 
indiqué, montrer que les forces qui agissent sur elle équi- 
valent à deux forces, formant couple, appliquées en deux 
points de son axe, normalement à la direction dans laquelle 
cet axe se déplace. 

Ex. 107. Les planimètrea servent à mesurer mécaniquement 
l'aire intérieure à un contour fermé tracé sur une feuille de 
papier. L'un de ces appareils {Amaler) comporte, entre autres 
organes, une tige rectiUgne AB, mobile parallèlement au papier, 
sur laquelle une roulette peut tourner librement. 

Pendant le mouvement de la tige A6, la roulette s'appuie 
sur le papier. La théorie géométrique de l'appareil est fondée 
sur la propriété suivante, qui suppose négligeables les forces 
d'inertie de la roulette (roulette légère, mouvements lents 
et réguliers), et les frottements de l'articulation tige-roulette : 
Varc élémentaire décrit sur la roulette par le point de contact 
roiUette-papier, est la projection orthogonale de Varc décrit par 
ce même point sur le papier. On établira cette propriété en 
appliquant la loi fondamentale de la dynamique à la roulette, 
et utilisant les lois des actions de contact (§ 64, 74). 

Ex. 108, Montrer que le mouvement de la machine d*Atwood 

(2 p 4- p \ 
I H R* j O'' = p. On appli- 
quera la loi fondamentale à l'eùsemble formé par la poulie, 
le fil et les deux poids suspendus. (I moment d'inertie de la 
poulie par rapport à son axe, abscisse angulaire détermi- 
nant sa position, P et P + p poids suspendus). 

Ex. 109, Problème de Poggendorff. — La poulie d'une 
machine d*Aiwood (ex. 108) est articulée à l'extrémité du 
fléau d'une balance, 4 la place du plateau ; on équilibre avec 
des poids marqués sur le plateau restant, la poulie étant 
enrayée ; on libère la poulie, le fléau reste-t-il horizontal? 
Quelle correction faut-il apporter aux poids marqués, pour 
rétablir l'équilibre du fléau dans la position horizontale? 
(On cherchera la réaction de la poulie sur son axe en appli- 
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quant la loi fondamentale au système formé par la poulie, 
le fil et les deux poids suspendus). 

Ex. 110, Un V€t8e fermé plein d'eau est placé sur une table; 
un bouehon est maintenu au fond de l'eau par un fil attaché 
au vase. Quelle est la réaction du vase sur la table? On coupe 
le fil : montrer que cette réaction diminue d'abord, puis reprend 
sa valeur initiale, dès que l'ascension du bouchon est devenue 
sensiblement uniforme. 

Ex. 111, Même question pour une balle de plomb maintenue 
primitivement par un fil attaché à la partie supérieure du 
vase. Montrer que les résultats sont identiques à ceux de 
l'ex. 110. 

Ex. 112, Une eage en verre hermétiquement close, conte- 
nant un oiseau, est placée sur le plateau d'une balance. Si 
l'oiseau est posé immobile sur le fond de sa cage, la balance 
indique le poids total (cage, oiseau). Qu'indique^t-elle si 
l'oiseau, s'enlevant, reste immobile dans l'air, en battant 
des ailes? Le poids de l'oiseau est-il encore compris dans les 
indications de la balance? Montrer que la balance indique 
encore le poids total ; montrer aussi que le raiisonnement ne 
s'appliquerait pas à une cage à barreaux. (Il sera utile, pour 
établir clairement ces résultats, de tenir compte de la poussée 
de l'air sur le système qu'on aura choisi.) 

Ex. 113, Un écureuil pesant 400» peut se mouvoir dans une 
cage cylindrique, mobile sans frottement, autour de son axe 
placé horizontcJement. Un fil s'enroule sur un tambour de 2"^ 
de diamètre, calé sur l'arbre du cylindre, et supporte un 
poids p. L'écureuil, essayant de monter le long de la paroi 
cyUndrique de sa cage, la fait tourner. Le mouvement étant 
supposé uniforïne, quel poids p supporte l'écureuil, sachant 
que le rayon aboutissant au centre de gravité de l'animal, 
fait constamment 30** avec la verticale et a 6*^™ de long ? 
à quoi équivalent les actions de contact des pattes de l'écu- 
reuil sur la cage? (On appliquera la loi fondamentale à tout 
l'ensemble, puis à l'écureuil, en négligeant les forces d'iner- 
tie de ses pattes.) 

103. Chocs. — Tout changement ra/pide dans la 
vitesse d'éléments matériels entraîne, pour ces éléments, 
des accélérations, donc des forces d'inertie considérablesj 
G* est ce qui se produit lorsque deux corps se rencontrent. 
D'après la loi fondamentale de la mécanique, les forces 
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d'inertie des éléments matériels qui subissent le choc 
étant considérables, les actions de contact de ces éléments 
les uns sur les autres sont considérables aussi. 

Par exemple, j'imagine un tuyau rectiligne contenant 
de l'eau qui s'y déplace de gauche à droite avec une 
vitesse V; si je ferme brusquement le robinet d'écoule- 
ment, pendant le temps très court que durera cette fer- 
meture, la vitesse de toute la masse d'eau située dans 
le tuyau, à gauche de la vanne, passera de la valeur V à 
la valeur zéro, par suite de l'incompressibilité de l'eau. 

Les forces d'inertie de toute cette masse sont donc 
considérables pendant la fermeture, et, avec elles, les 
pressions au contact du tuyau et de l'eau, d'après la 
loi fondamentale de la mécanique appliquée à cette 
masse. C'est dans cette surpression considérable, qui, 
survenant dans un temps très bref, a absolument le 
caractère d'un choc, que consiste le phénomène appelé 
coup de bélier. 

L'alimentation des turbines utilisées en pays de 
montagne pour la production d'énergie électrique, se 
fait généralement par des conduites de grande longueur : 
le phénomène précédent, rendu plus complexe par une 
certaine élasticité de Peau et des conduites, est suscep- 
tible de s'y produire, lorsqu'une perturbation est 
apportée au régime d'écoulement; il peut facilement 
entraîner la rupture. Il y a lieu d'en tenir le plus 
grand compte dans l'installation et la manœuvre du 
vannage. 

Ce danger se retrouve dans les tuyaux de vapeur; 
la masse est beaucoup plus faible, et la compressi- 
bilité de la vapeur atténue les chocs, mais, d'autre 
part, les vitesses sont bien plus considérables, et, s'il 
y a entraînement d'eau, ce qui augmente la masse, 
toute modification brusque de la vitesse (coudes dans 
le tuyautage, fermeture brusque) devient dangereuse. 

Beghin. — Statique et dynamique. — I. 7 
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III. EXEB0I0E8 8UB LE MOUVEMENT 
DU CENTBE DE GRAVITÉ 

104. Mouvement d'un projectUe. — Si un système 
matériel n'est soumis à aucune force extérieure autre 
que la pesanteur, les forces intérieures étant d'ailleurs 
absolument quelconques (système pesant dans le vide, 
ou résistance de l'air négligeable), son centre de gravité 
so meut comme un J)oint matériel de masse M soumis 
au poids Mgr ( § 72) ; il décrit donc une parabole ( § 69). 
Si un obus pouvait être lancé dans le vide, et s'U venait 
à éclater, son centre de gravité continuerait à décrire 
la même parabole qu'avant, jusqu'à ce qu'un des 
éléments qui le constituent (éclats, gaz produits par 
l'explosion) vienne à rencontrer un obstacle, ce qui 
introduirait alors de nouvelles forces extérieures. 

Ex, 114. Saut en profondbub. — Montrer (§ 72) qu'un 
individu, effectuant un saut en profondeur, a intérêt, pour 
atténuer la réaction au contact du sol, à s'accroupir avant 
le départ, les bras tendus verticalement vers le bas, puis à 
se laisser tomber sans vitesse initiale; pendant la chute, il 
doit allonger le corps verticalement, élevant les bras au-dessus 
de la tête. Dès que le contact avec le sol commence, il doit 
ployer progressivement les genoux et abaisser les bras, de 
manière à maintenir constante la réaction du sol et à se retrou- 
ver finalement dans une position analogue à celle du départ, 
le centre de gravité y arrivant sans vitesse. 

La hauteur de chute étant 2 "",60, la distance du centre de 
gravité aux pieds de l'individu étant 1"^,05 dans la position 
conseillée pour la chute, 0'",40 dans la position de départ, 
montrer que l'individu peut régler ses mouvements de ma- 
nière que la réaction au contact du sol ne dépasse pas quatre 
fois son poids. 

105. Recul d'une arme à feu. — Je suppose un canon 
mobile, avec frottement négligeable, le long d'un châs- 
sis horizontal formant glissière, sans être entravé par 
aucun frein. Le système est d'abord au repos. Puis 
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r explosion Burvîent, développant des forces intérieurea 
considérables. Cependant les forces extérieures (poids, 
réactions du châssis) sont restées normales à la direction 
de la glissière, si je néglige la résistance de Tair, de sorte 
que le centre de gravité du système (pièce, charge* 
projectile), primitivement iiiimobile, ne peut se mou- 
voir ^ue dans un plan normal à cette direction ( § 72) : 
le projectile et les gaz sont projetés vers T avant, donc 
le oanon recule; ce recul est d'autant plus faible que la 
masse du canon est plus grande, par rapport à celles 
du projectile et de la charge. 

106. Marche. — Un individu, primitivement immo- 
bile, se trouve sur un sol horizontal fixe, parfaitement 
poli. Les forces extérieures, auxquelles il est soumis, 
sont la pesanteur et les réactions du plan ; ce sont des 
forces verticales ; son centre de gravité, primitivement 
immobile, ne peut donc se déplacer que sur la verticale 
initiale, quels que soient les mouvements de l'individu 
(§ 72). Au contraire, si le frottement n'est pas nul, les 
mouvements de l'individu pourront développer des 
réactions obliques au contact du sol, qui permettront 
au centre de gravité de quitter sa verticale initiale : 
la marche devient possible. 

Ex, lis. Montrer qu'un individu sur un aol horizonial parfais 
. tetnent poli peut se mouvoir d'un mouvement rectiligne 
uniforme, s'il a pu se communiquer une vitesse initiale, en 
prenant appui par exemple sur un obstacle fixe. Il ne peut 
changer sa vitesse (grandeur ou direction) qu'en rencontrant 
un nouvel obstacle. 

Ex. llff. Un individu sur un aol incliné, parfaitement poli 
(route inclinée avec verglas), ne peut se mouvoir que d'un 
' mouvement uniformément . accéléré le long d'une ligne de 
pente, ou suivant une parabole. Il finit presque fatalement 
par tomber, à moins qu'il ne rencontre un obstacle lui permet'' 
tant d'obtenir un ralentissement ou un arrêt. 

Ex, 117, Un individu étant au repos dans une embaroaHon 
au repos» montrer que, s'il se met en marche d'un bout; à^ 
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l'autre de l'embarcation, celle-ci se déplace en sens contraire. 
Quand l'individu s'arrête, l'embarcation s'arrête ; s'il reprend 
sa place primitive dans l'embarcation, celle-ci reprend sa 
position primitive. En déduire que si l'individu, manœuvrant 
l'embarcation à la godille, se présentait à un quai normale- 
ment, il ne parviendrait pas à débarquer. Les mouvements 
seront supposés assez lents pour que les pressions sur l'embar- 
cation aient une résultante verticale (principe d*Archimède). 

Ex, 118, Une plaque matérielle plane glisse sans frottement 
sur un plan incliné fixe. Montrer que son centre de gravité 
décrit une parabole, en même temps que la plaque tourne 
uniformément sur elle-même. La résultante des actions du 
plan passe par le centre de gravité. (On appliquera la loi 
fondamentale et le corollaire relatif au centre de gravité.) 

Ex, 119, Un prisme droit homogène glisse sans frottement 
sur un plan horizontal fixe, avec lequel il est en contact le 
long d'une face latérale AA'BB' (AA' = a). La base ABC du 
prisme est un triangle rectangle en A, isocèle (AB = a). 
Montrer que le centre de gravité décrit uniformément une 
droite, et que le prisme tourne uniformément sur lui-même 
autour de la verticale. Trouver la résultante des actions du 
plan : elle est égale au poids, mais ne lui est pas directe- 
ment opposée. Si le carré de la vitesse initiale de rotation 

I2g 
dépasse , la résultante trouvée est inacceptable, car elJe 

Ci 

est extérieure à la face de contact AA'BB' : le mouvement 
ne peut se produire comme il a été dit, le prisme se renverse. 

Si la face de contact est la face hypoténiise BCB'C, la 
résultante des actions du plan est directement opposée au 
poids, quelle que soit la vitesse de la rotation (ex. 62), 

Généraliser pour un solide quelconque, présentant une face 
plane en contact avec un plan fixe horizontal (§ 53, 64, 72). 

Ex. 120. Une barre rectiligne est lancée arbitrairement 
dans l'espace ; montrer que le centre de gravité décrit une 
parabole. Le mouvement de la barre autour de son centre 
de gravité est une rotation uniforme dans un plan de direc- 
tion fixe (même méthode). 

Ex. 121, Un cube homogène est laùcé arbitrairement dans 
l'espace ; montrer que le centre de gravité décnt une para- 
bole. Le mouvement du cube autour de son centre de gravité 
est une rotation uniforme autour d'un axe de direction fixe. 
Généraliser pour tout solide dont l'ellipsoide central est une 
'sjjhère (même méthode). 



^ ^.r- 
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Ex. 122, Un cylindre homogène est mobile arbitrairement 
sans frottement sur un pian horizontal fixe qu'il touche le 
long d'une génératrice. Montrer que son centre de gravité 
décrit uniformément une droite, que son axe tourne unifor- 
mément autour de la verticale, que le cylindre tourne uni- 
formément autour de son axe par rapport au plan vertical 
contenant celui-ci. Trouver la résultante des actions du plan. 
Elle n'est pas directement opposée au poids. Conditions pour 
qu'elle soit inacceptable (même méthode). 

Ex, 123, Un disque circulaire homogène a été mis en mouve- 
ment en contact avec une table horizontale fixe, de manière 
que son centre O reste fixe^ le disque roulant et pivotant sans 
glisser sur la table» montrer que la vitesse angpilaire co de son 
point de contact sur le cercle qu'il décrit sur la table est 



^ 



^ (ex. 36, 78). 



E. sin a 



IV. EXERCICES 8UBLE CHANGEMENT 
DU SYSTÈME DE EÉFÉBENCE 

107. Puisque, sous les réserves indiquées précédem- 
ment (§ 92), les axes liés à la terre invariablement 
peuvent être considérés comme absolus, la théorie 
qui permet de passer d'axes absolus à des axes de réfé- 
rence quelconques (ch. IX), s'applique aussi sans modi- 
fication, lorsqu'on veut passer d'axes liés à la terre 
invariablement à des axes molliles par rapport à la 
terre. Un problème de mécanique relative pourra être 
traité de deux points de vue différents : on pourra lui 
appliquer la loi fondamentale de la mécanique relative 
par rapport aux axes mobiles, ou la loi de la mécanique 
par rapport à la terre. Tant que les corollaires de cette 
loi ne seront pas établis, il n'y aura, dans cette dis- 
tinction, guère plus qu'une question de langage, en 
particulier pour les problèmes d'équilibre relatif. Voici 
quelques exercices examinés du point de vue de la 
mécanique relative. 
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108. Translation rectUigne du système de référence. 

— Un navire étant animé d'une translation rectiligne 
uniforme (sans roulis ni tangage, par conséquent), 
les mouvements observés à bord, par rapport à des 
axes O'x', O'y', O'z'y liés au navire, suivent les mêmes 
lois que si ces axes étaient liés au s61 ( § 86). 

Il en est de même pour un train parcourant une voie 
rectiligne à une vitesse constante. Si le train vient à 



ralentir, les forces d'inertie d'entraînement ( — m Je), 
qu'il y a lieu d'adjoindre aux forces réelles, pour per- 
mettre l'application des lois de la mécanique terrestre 
à la mécanique par rapport au train, pris comme sys- 
tème de référence, sont dirigées vers l'avant. Il n'y a 
pas de forces d'inertie complémentaires puisqu'il s'agit 
d'une translation ; de sorte que tout se passe comme si 

le charap de forces mg de la pesanteur était remplacé 

par un champ mg — mJe également uniforme ; la 
verticale descendante paraît déviée vers l'avant ; si 
le ralentissement est brusque, on a l'impression de 
descendre une côte, lorsqu'on marche dans le couloir 
d'un wagon, en se dirigeant vers l'avant du train. 
C'est l'inverse qui se produit, lorsque le train se met 
en marche ; le phénomène est d'ailleurs beaucoup 
moins accentué, l'accélération du mouvement du train 
étant alors, en général, beaucoup plus faible. 

Ex 124. Un train, lancé à une vitesse de 72'"»'*', s'arrête 
sur un parcours de 200'°. Bans Tun des wagons est attaché 
un pendule formé d'une balle de plomb à l'extrémité d'un fl. 
Montrer que la position d'équJUbre relatif du pendule fait 
5^50' avec la verticale, que la durée d'oscillation <§ 180) est 
diminuée de 0,0025 de sa valeur. 

Ex, 125, (Appareil DesdouUs), Sur le plancher d'un toagon 
fie trouve un disqiie circulaire non homogène dont le plan 
vertical est parallèle à la voie. Le train ayant un mouYc 
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ment uniforme, le disque est au repos* Si le train vient à 
ralentir, prenant alors une accélération J supposée constante 
pendant quelque temx>s, le disque avance en roulant d'une 
quantité a et prend une nouvelle position d'équilibre. Mon- 
trer que, de la mesure de a, on peut déduire J. 

Ex, 126, Le mouvement de descente d'un ascenseur com- 
porte trois phases : 1<* sa vitesse augmente de zéro à une 
valeur V ; 2° elle reste égale à V ; 3® elle décroît de V à zéro. 
Comment varie la réaction B d'un individu sur le plan- 
cher ? 

Si l'on pouvait communiquer à l'ascenseur l'accélération 
de la pesanteur, que deviendrait B ? Si on pouvait lui com- 
muniquer une accélération supérieure, comment devraient 
être placés les objets et les personnes situés dans l'ascenseur, 
poiir qu'ils restent en équilibre? Où se placerait un petit 
ballonnet gonflé d'hydrogène? Comment volerait une mouche? 

109. Rotation unlfonne du système de référence. — 

Les lois de T équilibre relatif à la surface d'un solide S 
qui tourne avec une vitesse constante u> autour d'un 
axe fixe A, sont les mêmes que si ce système de réfé- 
rence S était fixe (fixé au sol), à condition d'adjoindre 
aux forces agissant sur chaque élément matériel une 
force d'inertie d entraînement. 

Cette force d'inertie d'entraînement est uniquement 
centrifuge, puisque la rotation d'entraînement est 
uniforme : sa valeur est mcD^r, r étant la distance à 
l'axe de rotation de l'élément m. 

Les lois de la dynamique relative seraient plus 
complexes, par suite des forcée d'inertie complémen- 
taires qu'il y aurait lieu d'introduire. 

Les effets de cette force centrifuge se constatent 
tous les jours dans des expériences courantes ; ils sont 
utilisés dans un grand nombre de mécanismes. 11 est 
bien entendu que c'est une force purement fictive, 
que l'on est amené à introduire uniquement parce 
qu'on veut raisonner sur des axes de référence tour- 
nants comme sur des axes fixes. 
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Fig. 38. 



Voici quelques exemples de cette force : 

110. — Un pendule OA (fig. 38) a son extrémité 
attachée à un solide S, tournant uniformément autour 

d'un axe vertical A. La 
loi fondamentale de la 
mécanique relative ( § 82) 
appliquée au corps sus- 
pendu en A montre que 
la direction OA du pen- 
dule, lorsqu'il est en 
équilibre relatif, est celle 
de la résultante du poids 
mg et de la force cen- 
trifuge mu>"r du corps C ; 
cette résultante forme 
en effet un système 
équivalent à zéro avec l'action du fil sur ce corps (ten- 
sion du fil, § 62). 

111. Les régulateurs à force centrifuge (vol. II, 
ch. XX) sont basés sur cette même théorie. 

112. Les écrémeuses centrifuges utilisent la force 
centrifuge pour dissocier le lait afin d'en séparer les 
petites particules de beurre : au lieu de laisser cette 
dissociation s'effectuer sous l'influence de la pesanteur, 
c(^ qui serait long et imparfait, on communique au lait 
un mouvement de rotation rapide : la séparation s'effec- 
tue alors sous l'influence de la résultante du poids et 
de la force centrifuge, qu'on peut faire aussi grande 
qu'on le veut. 

113. Les pompes centrifuges dont l'emploi est très 
répandu, utilisent la force centrifuge pour élever de 
l'eau (1). 

114. Certains dispositifs de graissage dans les ma- 



( 1 ) Voir à ce sujet les traités spéciaux. 
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chines sont basés sur la force centrifuge ; par exemple, 
}e graissage des boutons de manivelle est obtenu sou- 
vent de la manière 
suivante (fig. 39) : 
le récipient r con- 
tenant l'huile est 
fixé dans le prolon- 
gement de l'axe de 
rotation de l'arbre. 
II communique an- 
moyen d'untubeab, 
articidé en a et b, 
avec le contact 
bielle -manivelle, Fig. 39. 

qu'il s'agit de lu- 
brifier. Le tube ab tournant avec la manivelle, l'huile 
qui le remplit s'écoule vers b sous l'action de la force 
centrifuge. 

Ex. 127, Montrer pourquoi un cycliste tournant uniformé- 
ment à la vitesse Y sur une piste circulaire, doit incliner le 
corps vers Tintérieur de la piste. (On pourra considérer le 
système machine-cycliste comme approximativement en 
repos relatif par rapport à un système de référence tournant 
autour de Taxe de la piste. On lui appliquera la loi fonda- 
mentale de réquilibre relatif.)' 

Montrer que la bicyclette dérape nécessairement si le rayon 

V* 

de la piste est inférieur à —r • 

9f 

Ex. 128, Montrer que, pour des cyclistes s'en traînant à 
une vitesse donnée V sur une piste circulaire (ex. 127), il y 
a intérêt, pour éviter le dérapage, à donner à la piste une forme 
de révolution, dont l'équation en coordonnées cylindro- 

qz 
\ * 

polaires est r = r^ e 

Dans les parties courbes des voies de chemin de fer, le rail 
extérieur est surélevé (dé vers) pour la même raison. 

Ex. 129, Dans certains établissements forains, on voit 
un plateau horizontal de 3 à 4 mètres de rayon, mobUe autour 
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d'un axe vertical. Le pubUc est inTité à venir s'y asseoir; 
la vitesse de rotation m du plateau est alors augmentée pro- 
gressivement. Montrer qu'un individu assis sur le plateau ne 
peut rester en équilibre relatif que s'il est à l'intérieur d'un 

cercle de rayon — ; • La vitesse w augmentant, ce cercle di- 

minuc, et llndividu finit par être rejeté vers l'extérieur. 

115. Pour des corps tournant à grande vitesse, la 
force centrifuge a une influence considérable sur les 
efforts intérieurs ; il y a lieu d'en tenir le plus grand 
compte dans la construction. Si l'on fait tourner à 
trop grande vitesse un volant de résistance insuffi- 
sante, il y a rupture : on dit que le volant fait explosion. 

Ex. 130. On veut que la jante d'un volant en fonte (densit« 
par rapport à l'eau, 7,7) soit en état de résister aux forces 
centrifuges produites par une rotation uniforme, sans qu'on ait 
à tenir compte de l'action des bras. Supposant que chaque 
plan méridien soit plan de symétrie pour les efforts intérieurs 
de la jante, on montrera que les efforts le long d'une section 
méridienne sont norma\ix à cette section. Appliquant ensuite 
la loi fondamentale de la statique relative à la portion de 
jante comprise entre deux sections méridiennes voisines, 
on montrera que la vitesse Y de la jante, sa densité de masse p 
et la tension T par unité de surface le long d'une section méri- 
dienne vérifient T = p V*. 

Admettant, comme charge maximum de sécurité poiir la 
fonte, 2^^,5 par mm^, on montrera que la vitesse V ne doit 
pas dépasser 56"^*^, quel que soit le diamètre du volant. 

116. Les hélices d^ aéroplanes sont soumises à des 
efforts intérieurs considérables du fait des pressions 
do l'air et des forces centrifuges ; l'influence des pres- 
sions do l'air, à cause de leur direction, est prépondé- 
rante dans l'étude des hélices au point de vue de leur 
résistance. L'exercice suivant donne l'ordre de gran- 
deur de ces forces centrifuges : 

Ex. 131. Une hélice d'aéroplane de 2°^ de diamètre tourne 
à 1500 tours par minute. Montrer que, dans le voisinage des 
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extréinités, la force centrifuge- d'un élément d*hélice vaut 
2500 fois son poids. 

Ex, 132, Un navire sur mer houleuse est animé d'un mouve- 
ment de rovliSy dans lequel son inclinaison o est donnée par 

une formule de la forme ç = ço sin -=- (ço et T, constantes). 

Etudier comment varie la réaction d'un corps immobile sur 
le x>ont du navire. 



Chapitre XII 
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117. Notion vulgaire de travail et de puissance. — 

Au sens vulgaire, la notion de travail — notion fonda- 
mentale en mécanique, en particulier dans l'étude des 
machines — comporte l'idée d'un effort exercé sur un 
corps qui cède sous V effort : on dit alors que là machine 
produit un travail ; c'est là le but de toute machine. 

Si le corps ne cède pas, il n'y a pas travail : un atelier, 
dans lequel les machines restent immobiles, ne tra- 
vaille pas. 

Si un 'palan est utilisé pour soulever un fardeau, 
les forces, actions des hommes sur la corde, produisent 
un travail. Conformément à la notion vulgaire, ce tra- 
vail est d'autant plus grand que les hommes dévelop- 
pent plus de force, et qu'ils parcourent plus de chemin 
en tirant sur la corde, c'est-à-dire que le déplacement 
dés points où ces actions sont appliquées est plus 
grand. 

Si le palan est immobilisé, les hommes continuant 
à tirer sur la corde, les forces qu'ils exercent ne pro- 
duisent aucun travail, mais aussi le but poursuivi, qui 
est le levage du fardeau, n'est pas atteint. 

De même, dans une machine à vapeur, la pression 
de la vapeur sur le piston produit un travail, quand 
le piston cède sous cette pression. 
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L'action d'une scie sur le bois qu'elle coupe produit 
un travail, car les petites parcelles de ce bois, arrachées 
par la scie, cèdent sous cette action, etc. 

La notion de travail s'étend à des forces agissant 
sur des corps dont le déplacement se fait en sens inverso 
des forces : on dit que le travail de ces forces est résis- 
tant. 

m 

LDrsqu'on hisse un f Jirdeau, le travail de son poids 
est résistant 

Il en est de même lorsqu'on comprime de l'air avec 
une pompe, par exemple, lorsqu'un cycliste gonfle la 
chambre à air d'un pneu : l'action de l'air sur le piston 
de la pompe produit un travail résistant. 

A côté de cette notion de travail, se range la notion 
de puissance. Pour se rendre compte de la valeur pra- 
tique d'une machine au point de vue travail, il ne suffit 
pas de connaître le travail des actions qu'elle exerce, 
il faut connaître la rapidité avec laquelle ce travail 
s'effectue. De là, la notion de puissance d'une force, qui 
peut être représentée par le travail de cette force par 
unité de tem/ps. 

L'importance de la notion de travail se manifeste 
principalement dans la. théorie de l'énergie (vol. II; 
ch. XX). 

Dans les machines purement mécaniques, grâce à 
cette notion, la relation qui lie la grandeur des forces 
produisant le mouvement (forces motrices) à la gran- 
deur des forces {résistances) que la machine est destinée 
à vaincre, revêt une forme particulièrement simple 
(vol. II; g 240; g 266). 

Le plus souvent, ces types do machines ont pour 
objet la multiplication de Veffort, c'est-à-dire que les 
résistances sont vaincues par dos forces motrices qui 
leur sont inférieures : la forme particulière que la 
notion d3 travail donne à la relation qui les lie, met 
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en évidence le prix dont il faut payer cette multipli- 
cation. 

Dans les machines plus complexes, qui sont le siège, 
non seulement de phénomènes mécaniques, mais de 
phénomènes physiques ou chimiques, la relation qui lie 
ces phénomènes présente cette même simplicité, grâce 
aux notions de travail et d'énergie. 

La notion de travail permet aïûsi de caractériser la 
grandeur de Teffet mécanique qu'on peut attendre 
d'une machine dont le fonctionnement est entretenu 
par un phéaomène thermique donné, par un phéno- 
mène électrique donné, par une combustion donnée. 
Elle permet aussi, inversement, de caractériser la 
grandeur de l'effet thermique, électrique, ou autre, 
qu'une machine mue mécaniquement permet d'ob- 
tenir. 

Dans les machines à combustion produisant un effet 
mécanique, le travail des résistances se trouve être, 
par suite do cette relation, en rapport très étroit avec 
la dépense de combustible (charbon, essence, etc.) 
nécessaire pour recueillir sur la matière qu'il s'agit 
de travailler, un effet déterminé. 

La connaissance de cette dépense de combustible est 
un facteur capital qui doit servir de base à l'étude des 
conditions économiques de l'installation d'une usine, 
et l'on pressent ainsi, malgré le caractère très vague 
dos considérations qui précèdent, tout l'intérêt qui 
s'attache à la notion si importante de travail. 

La notion que je viens de rappeler est néoessaire- 
meiit imprécise, comme toute notion vulgaire : elle ne 
permet pas d'établir une théorie du travail. L'objet de 
ce chapitre est de donner du travail et de la puissance, 
en 8'inspirant de la notion vidgaire, une définition 
précise, accessible au calcul, et d'en indiquer les prin- 
cipales propriétés. 
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I. TBAVAIL D'UNE FOBOE APPLIQUÉE 
A UN ÉLÉMENT M A TÉ El EL DÉTERMINÉ 

118. Travail. — Soit une force F, variable ou non, 
constamment appliquée à un même élément matériel M, 
en mouvement par rap- 
port à un certain sys- 
tème de référence, la 
terre par exemple (fig. 
40); soient M et M' les 
positions de l'élément à 
deu:^ instants voisins t 
et t + dt 

Le travail de la force F 
pendant ce petit intervalle (t, t i- dt) ou travail élé- 
mentaire est, par définition, mesuré, au second ordre 

près, par le produit 
scalaire de la force F 
et du déplacement 
MM' du mobile 




Fig. 40. 



n-1 




(1) F. MM'. 

Le long d'un che- 
min fini MqM corres- 
pondant à un inter- 
Fîg. 41. - valle (<o»*)» l6 travail 

• delaf orce F est mesuré 
par la somme des travaux élémentaires, le long des 
petits éléments MqMi, M^Mo, ..., M„_i M dans lesquels on 
peut décomposer ce chemin (fig. 41) 



^ k_ ^ 

(2) S = (Fo.*foM,) + (Ft.M,M2) 



-> 



-> 



+ (F„_i.Mn_iM); 

d'une manière plus précise, il est mesuré par la limite 
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de cette somme quand on fait tendre vers zéro ces 
petits éléments MoMj, MîMs, ...,leur nombre n augmen- 
tant indéfiniment. 

Cette limite s'exprime par l'une des intégrales curvi- 
lignes (fig. 42) 

(3) G = f (F.Y)dU= l FVcosad«=:. /f, 



\d8 






= i Xdx + Y dy + Zdz ; 




F et V désignent les nombres absolus mesurant la 
force et la vitesse; a, l'angle de ces deux vecteurs 
(o<a<7r); s, l'abscisse curviligne du mobile M; 

F(, le nombre relatif mesu- 
rant la composante tan- 
gentielle de la force F ; 
X, y, z désignent les coor- 
données cartésiennes du 
point M par rapport à trois 
axes rectangulaires fixes; 
X, Y, Z, les projections de 
la force F sur ces trois 
Fig. 42. mêmes axes. 

Ce travail E de la force F 
pendant l'intervalle (/o,*) est une fonction de la varia- 
ble t ; la différentielle de cette fonction est en évidence 
sur les formules (3) : 

(4) dG = (F.V)dt = Xdx 4-Ydy +Zdz; 

elle est égale, au second ordre près, au produit scalaire 

->■ -y 

F. MM' de la force par le petit déplacement du mobile 

dans l'intervalle {t, t -f dt), 

119. Puissance. — Par définition, la puissance 
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moyenne de la force F dans l'intervalle {t, t + \t) 
est mesurée par le quotient 

A4 

du travail A6 de la force F pendant cet intervalle 
par la valeur M de cet intervalle. 

La puisscmce de la force F à V instant t est la limite 
de la puissance moyenne dalis T intervalle (t, t -{- M), 
quand At tend vers zéro ; elle est mesurée par la 
dérivée par rapport à t 

(5) ^ = ^ = (^'^J 

du travail G de la force F pendant l'intervalle (to,t), 

120. Cas particuliers. — l^ Si la force F fait un angle 

a constamment aigu avec la vitesse, le travail est positif 

et croît (F.V positif) ; si a est constamment obtus (F.V 
négatif), le travail est négatif et décroît. 

Si la force F est constamment normale à la trajec- 

toire, le travail est constamment nul (F.V = 0). 

2° Si la force F reste équipollente à un /vecteur fixe 
(X = Y = 0, Z = constante), le travail est égal au, 
produit de la force F par la projection sur elle du chemin 
parcouru 

(6) "G = Zdz = Z(z — z^). 



Zdz = 

J M„M 



Si, par exemple, l'axe des z est vertical descendant, 
le tra/vail de la pesanteur est 

P(Z — Zo), 

P étant le poids de l'élément matériel. 

3° Le travail d'une force constante ai)pliquéo à un 
mobile animé d'un . mouvement reefiligve suivant 1 

Begotn. — Statique et dynamique. — I. 8 



T»" 
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ligne d'action de la force, est égal au produit de la force 
par le chemin parcouru. 

121. Résultante de plusieurs forces. — Le travail S 
dans un intervalle (tott) de la résultante R de plusieurs 
forces Fi, F,, Fs, appliquées à un même élémerU matériel, 
est égal à la somme des tra/va/ux ï^i, €2» es des forces 
composantes dans ce même intervalle {foft). 

La propriété connue de distributivité du produit 
scalaire (^} donne la relation 

S.V = (F;.V) + (F,.V) + (F,.V),' 

V désignant la vitesse de l'élément matériel considéré : 
cette relation peut s'écrire 

(7) 6> = ^5>i + 5>, 4- ^3 • 

^, ^1, ^2» ^3 désignant les puissances à l'instant t 
des forces R, Fi, Fa, F3. Intégrée dans l'intervalle de 
temps (to,t), cette relation s'écrit 

(8) o = El + Gg + Es . 

122. Forces parallèles, proportionnelles aux masses. 
Pesanteur. — Des forces parallèles, proportionnelles 
aux masses, étant appliquées aux éléments d'un sys- 
tème matériel, leur travail est le même que si toute la 
masse du système était concentrée en son centre de gravité. 

Je prends un axe des z parallèle aux forces considérées. 
Soit Km la valeur numérique de la force appliquée 
à un élément de masse vi ; le travail élémentaire des 
forces considérées est 

KmidZi + Km^dZi + -p Km^n^z^ = Kd(Sw^), 

ou encore (§ 4) 

(9) dE = KMdC. 



(1) Voir R. Bricard, Cinématique, note I. 
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Ainsi le travail des poids des éléments d'un système 
matériel, déformable ou non, est 



(10) 



d5 = PdÇ, 



Taxe des z étant vertical descendant (P, poids du sys- 
tème). 

Ex. 133. Le travail élémentaire d'une force agissant sur 
un élément de matière qui tourne de l'angle dô autour d'un 
axe A (fig. 43), est NdO. (N, mo- 
ment de la force par rapport à A, 
mesuré avec le même sens positif 
sur A que db). 

Ex, 134, Le travail élémentaire 
des forces d'inertie d'un système 

matériel est égal à — -d (Xwv^). 




Ex. 135. La pression d'un gaz 
est p ; son volume, v. Montrer que 
le travail élémentaire des pressions 
de ce gaz sur son enveloppe est pdv 
(on remarquera que le travail de 
la pression sui* un petit élément (j 
de l'enveloppe est le produit de Fig. 43. 

la pression par Iq volume du petit 

cylindre couvert par a dans le déplacement élémentaire). 11 
est intéressant de remarquer que ce travail ne dépend pas 
des axes de référence (§ 141). 

Ex. 136, Sur une machine alternative (locomotive ou non) 
on a relevé le diagramme ci-contre (fig. 44) ; La courbe I 
donne la valeur en kilogrammes de la pression d'un côté 
du piston en fonction du chemin parcouru par le piston, 
évalué en centimètres. La courbe II donne la pression de 
l'autre côté. Sachant que le piston a 40 "» de diamètre! 50 " 
de course, que la machine fait 150 tours par minute, évaluer 
en chevaux-vapeur la puissance du syc>tème de pre-s^ions de 
la vapeur sur ton enveloppe (appliquer l'ex. 135 ; les mesures 
nécesfeaires seront prises sur une reproduction du diagramme 
à échelle suffisante). 

Ex. 137. Une bicyclette pesant 12''*^, ayant 6=» de dévelop- 
pement, te meut sur une route dont la pente est 7 '/ ; mon- 
trer que le travail de la pesanteur pendant un tour de pédale 
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est 6''»»,02. Le cycUste l)esant 70"% la vitesse étant 12^'"-\ 




urse du piston 
Fig. 44. 

montrer que la puissance du poids total est 0,25 chevaux- 
vapeur. 

Ex, 13 S. Une règle rectiligne de poids P, faisant l'angle 
variable avec l'horizon, roule sans glisser sur un cercle 
iixe situé dans un plan vertical. Montrer que le travail élé- 
mentaire de la pesanteur 
est de la forme 

— P C03 6 (a + B5) de 

(On calculera la cote !^ du 
centre de gravité, et l'on 
formera Pd^.) 

Ex. 139, JJn disque O cir- 
culaire, homogène, de poids 
P, est mobile, dans un plan 
vertical, le long de la ligne 
de pente Az d'un plan fai- 
sant l'angle « avec l'horizon 
(fig. 45), Un fil ABCDAE, 
fixé en A, s'enroule sur la tranche du disque, passe sur une 
petite poulie on A et supporte en E un corps de poids Q; 




u> 



mg. 45. 
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montrer que le travail élémentaire du poids de ces deux corps est 

2R<i(cotgO) (Psina — 2Qcos"e) (BAD = 2.). 

(Procéder pour chaque corps, comme il est indiqué à Tex. 138.) 

Ex, Ï40. Une chaîne homogène ABC est en contact le long 
de AB avec la tranche d'un disque fixe de forme quelconque, 
situé dans un plan vertical ; la partie BC pend verticalement. 
Montrer que, si la chaîne ghsse d'une quantité dSt le travail 
élémentaire de son poids est d^hdB (ru poids de l'unité de 
longueur, h différence de cote des extrémités A et C). On 
formera l'expression ilp(a? + dz) — ^{v^) en supprimant les 
termes communs à ces deux sommes. 

Ex, 141, Un navire flotte dans un bassin. Montrer (en admet- 
tant le principe d* Archimède) que si l'on enfonce artificielle- 
ment le navire d'une petite quantité à partir de sa position 
d'équilibre, le travail élémentaire de la pesanteur sur le sys- 
tème formé par l'eau et le navire est nul. Procéder comme il 
est indiqué à l'ex. 140. 

Ex, 142. La différence de niveau des extrémités d'un tuyau 
incliné, alimentant une turbine, est ISO*". Le tuyau débite 
300 litres par seconde. Quel est le travail élémentaire de la 
pesanteur sur l'eau contenue dans le tuyau? Montrer que sa 
puissance est 600 chevaux (ex. 140). 

123. Fonction des forces d'un champ Invariable. 
PotentieL — Soit un point matériel M mobile dans 
l'espace par rapport à des axes de référence rectan- 
gulaires. Je suppose ce point soumis à une force F 
donnée, dépendant uniquement de la position occupée 
par le point, c'est-à-dire que X, Y, Z, projections de 
F sur les axes, sont des fonctions connues d'avance des 
coordonnées x, y, z de son point d'application ; on dit 
que le point se meut dans un champ de forces invariable. 

C'est le cas, par exemple, d'un point M attiré ou 
repoussé par un centre fixe suivant une fonction 
donnée /(r) de la distance. Si ce centre est à l'origine 
des ax;es, on a 



118 STATIQUE ET DYNAMIQUE 

^o travail de la force F, quand M décrit un arc de 
courbe AB, est donné par une intégrale (§ 118) qu'on 
ne peut calculer en général que si l'on connaît l'arc AB. 

Dans le cas suivant (en apparence très particulier, 
mais pratiquement très répandu dans la nature), cetto 
connaissance de l'arc AB est inutile; ses deux extré- 
mités A et B suffisent : 

On dit que la force F d'un champ admet une fonction 
des forces, si les projections de la force sont les dérivées 
partielles d'une même fonctio,n V(x, y, z) 

ùx ùy ùz 

U s'appelle fonction des forces ; V = — U s'appelle po- 
tentiel au point (x, y, z). 

Dans ce cas, le travail élémentaire de la force F pour 
un petit déplacement MM' a pour expression 

^^ au^ 3U^ SU, 

at? = ^r— dx + -;r— du + -:r- dz = Q U ; 

ex ^y VZ ' 

son travail le long d'un arc fini AB est l'intégrale des 
accroissements élémentaires dU de la fonction des 
forces ; c'est par suite, évidemment, l' accroissement 
Ub — Ua de la fonction U, quand le point M passe de 
A à B (c'est aussi la chute de potentiel Va — Vb). 

On voit que le travail de la force F ne dépend pas du 
chemin suivi par le point pour aller de A à 'B ; le long 
d'une courbe fermée, le travail de la force F est nul, 
à condition bien entendu que la fonction U n'ait qu'une 
seule détermination en chaque point de l'espace. 

On démontre que, réciproquement, si le travail de 
la force F d'un point A à un point B ne dépend pas du 
chemin suivi entre A et B, la force F admet une fonc- 
tion des forces. 

Si un point M est soumis simultanément à* plusieurs 



^r 
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forces Fi, Fg, F3 admettant respectivement des fonc- 
tions des forces Ui, Ug, U3, il est évident que la résul- 
tante de ces forces admet la fonction des forces 

Ui +»U2 + Us. 

124. Surfaces de niveau. — Les surfaces ayant pour 
équation lJ(x, y, z) = C, C désignant une constante, 
s'appellent surfaces de niveau ou surfaces équipoten- 
tielles ; il y en a une infinité suivant les valeurs de la 
constante C : il en passe une évidemment en chaque 
point M du champ. 

Si dJJ est la variation de la fonction des forces U, 
quand le mobile décrit un petit arc MM', le travail 
élémentaire de la force F le long de cet arc est 



F. MM' = dV. Il résulte de là : 

1° Que la force F en chaque point M est normale à 
la surface de niveau S passant en M,, car, pour tous les 
arcs élémentaires MM' tracés sur S à partir de M, 



on a dU = 0, donc F. MM' = ; 

2° Que la force F est dirigée du côté des U croissants 
{potentiels décroissants), 
et que, si Von considère 
deux surfaces de niveau 
S, S' infiniment voisines 
(fig. 46), la valeur de F, 
lorsque M décrit la sur- 
face S, est inversement 
proportionnelle à la dis- 
tance qui sépare en ce 
point les surfaces S et S'. 
M' désignant le point, 
voisin de M, 011 la sur- 
face S' est rencontrée 




par la ligne d'action de F, l'égalité F.MM' = dU dé- 
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montre ces propositions, si Ton remarque que dV reste 
constant quand M varie sur S, et M' sur S'» 

On démontre l'existence d'une famille de courbes 
tangentes en chacun de leurs points à la force F corres- 
pondante ;. on les appelle lignes de force ; ces courbes 
coupent à angle droit les surfaces de niveau. 

125. Fonction des forces d'un champ variable. — 
Dans ce qui précède, la force F est indépendante du 
temps : pour chaque point de l'espace, elle a une valeur 
et une direction bien déterminées, connues d'avance, 
indépendantes de l'instant auquel le point matériel 
considéré M pourra y passer. Or, dans certains cas, 
la force F dépend de cet instant t. Si, par exemple, 
la force F est due à l'attraction newtonienne d'un corps 
S se déplaçant d'un mouvement connu d'avance, indé- 
pendant du mouvement que le point M pourra avoir, 
les projections X, Y, Z de la force F sont évidemment 
des fonctions connues d'avance de x, y, z, t. 

Dans ce cas d'une force F, fonction de x, y, z, t, 
admettant une fonction des forces U (x, y, z, t), il est 
essentiel do remarquer que le travail élémentaire 

"Nt-t "^TT "^TT 

■^r-dx -f -TT-dy + -:^-dz de la force F n'est pas égal 
Cx ùy ùz 

*à la variation correspondante de la fonction des forces, 

SU Su Su SU 

d\] = -j^ dx -{- -^— dy + -:r— dz + -=-- dt, 
Cx cy cz et 

Dans d'autres cas, la force F dépend de paramètres 
qui no sont pas connus d'avance en fonction de t. Si, 
par exemple, la force F est due à l'attraction newto- 
nienne d'un système S, et si l'action de M sur S est 
suffisante pour exercer sur le mouvement de S une 
influence appréciable, ce mouvement de S ne sera plus 
connu d'avance ; sa recherche sera inséparable de celle 
du mouvement do M, de sorte que la force F ne sera 
connue d'avance qu'en fonction de x, y, z, coordonnées 
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de M, et des paramètres a, p, y, , qui déterminent 

la position du système S. 

Dans ce cas d'une force F dépendant de a?, 2/r ^> 

et de paramètres a, 8, y, , admettant une fonction 

des forces U (a?, y, z, a, p, y, ), le travail élémentaire 

3U 3U , Su 

7^— dx -f •=— dy -f -sr- d^* n'est pas é^al à la variation 

Cx vy vz '- ^ 

correspondante dU de la fonction des forces. 

126. Extension de la notion de fonction des forces. — 

Soit un élément de matière mobile sur une surface 
fixe S : Sa position dépend de deux paramètres indé- 
pendants X et (j.. Si une force F, dépendant uniquement 
de cette position, agit sur l'élément, son travail élémen- 
taire, pour tout déplacement sur la surface S, est de 
la forme P{X, (jl) dX -f Q(X, m) d^k. 

Il peut arriver que cette expression soit identique 
à la différentielle dU d'une fonction U(X, \k) 

P(X,a) = Ç ; Q(\,,j.)=^. 

Dans ce cas, la fonction U peut encore être considérée 
comme une fonction des forces ; le travail de la force F, 
le Itmg de tout arc tracé sur S, ne dépend que des extré- 
mités de l'arc. 

Si F est la force d'un champ invariable, défini sur 
la surface S et en dehors, il peut arriver que cette 
force, n'admettant pas de fonction des forces au sens 
primitif (§ 123), en admette une, au sens actuel, en 
vertu de la liaison imposant h l'élément de décrire 
la surface S (ex. 160). 

127.- Fonction des forces extérieures pour un système 
matériel. — La notion de fonction des forces s'étend 
aux forces extérieures appliquées à un système ma- 
tériel S : ces forces admettent une fonction des forces 
U, s'il est possible de faire correspondre à chaque po- 
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sition de T ensemble des éléments de S un nombre U 
tel que le travail des forces extérieures considérées, 
quand on fait passer S de toute position (A) à toute 
autre (B), soit la variation Ub — Ua. SHl en est ainsi, le 
travail est indépendant des positions par V intermédiaire 
desquelles ^ a passé de (A) à (B). 8i S peut revenir à 
la position initiale, le travail des forces extérieures con- 
sidérées, au cours de cette transformation de S, est nul. 

Par exemple, les poids des éléments d'un système 
matériel admettent la fonction des forces PC (§ 122). 

J'ai laissé de côté le cas de forces dépendant du 
temps t, ou de paramètres étrangers a, p, y» •••> tels 
que ceux étudiés au paragraphe 125. (Pour les forces 
intérieures, voir § 133.) 

Ex. 143. tJn corps pesant If décrit un chemin quelconque 
partant d'un point infiniment éloigné, et aboutissant à la 
surface de la terre. Montrer que le travail de l'attraction 
terrestre sur ce corps est 6370*e«n. Qn admettra que Tattrac- 
tion d'une couche sphérique homogène sur un point extérieur 
est la même que si sa masse était concentrée en son centre. 
La terre sera supposée formée de telles couches, son rayon 
sera pris égal à 6370^". 

Ex, 144. Un courant électrique parcourt un conducteur 
rectiligne, illimité, disposé suivant Oz ; son action F sur un 
pôle d'aimant placé en un point M {x, y, z) est normale au 
plan MO2; elle est inversement proportionnelle à la distance 
de M à Oz. Montrer que le champ de ces forces admet une 
fonction des forces de la • forme K (r, 0, z, coordonnées 
cylindro-polaires de M). Évaluer le travail de F le long d'un 
contour fermé entourant zéro, une, ou plusieurs fois Oz. 

Ex, 145. Les forces d'un champ invariable sont normales 
à un plan, à un cylindre, ou à une sphère. La condition 
nécessaire et suffisante pour que ces forces admettent un 
potentiel, est que leur valeur dépende uniquement de la dis- 
tance de leur point d'application au plan, à l'axe du cylindre, 
où au centre de la sphère. (Il sera commode d'utiliser le 
§ 124,V 

Ex. 146. Les coordonnées cylindro-polaires d'un point, 
parrapport à des axes de référence Ox, Oy, Oz, étant r, 6, z, 
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la force F d*un champ admettant le potentiel V (r, 6, s), 
montrer que les composantes Fr, Fe, F; de cette force suivant 
les lignes de coordonnées obtenues en faisant varier isolément 
chacune des trois coordonnées r, ou «, sont 

Ex, 147, Les coordonnées polaires d'un point, par rapport 
à des axes de référence Ox, Oy, ÔZj étant p, qp, 0, la force F 
d'un champ admettant le potentiel V (p, ç, 6), montrer que 
les composantes P^, Fç, Fq de cptte force suivant les lignes 
de coordonnées obtenues en faisant varier isolément chacune 
des trois coordonnées p, ç ou sont . 

_ Dv _ 1 dv V —_^^^ 

■^^-""""dT ' •-'^psinôDç ' ^^- pW 



Ex. 148. Un aimant infiniment petit AB est placé à l'ori- 
gine d'axes Oa?, Oy ; il est orienté suivant Oy, Admettant 
l'assimilation de ce petit aimant à un système de deux masses 
magnétiques, l'une positive en A, l'autre négative en B, 
égales en valeur absolue, admettant d'autre part que les 
attractions ou répulsions des masses magnétiques sont en 
raison inverse du carré de la distance, on montrera que l'action 
F de ce petit aimant sur une masse magnétique placée en un 
point M, de coordonnées polaires r, 0, admet un potentiel 

d e la forme V = — » K désignant une constante. Les 

composantes de F suivant les lignes de coordonnées 6 = const., 

^ 2K sin ») ^ "— K cos ^ . , 

r = const., sont = — et = • Tracer, aussi exacte- 

ment que possible, leâ lignes de force et les méridiennes des 
surfaces de niveau. 

Ex. 149. Les axes de référence tournant uniformément 
autour d'un axe A, montrer que les forces d'inertie d'entraî- 
nement d'un système matériel admettent la fonction de forces 

Ex. 150, Les forces d'un champ invariable sont les moments 
résultants d'un système ïl de vecteurs. Montrer que les forces 
de ce champ n'admettent pas de fonction des forces. Elles 
en admettent une au sens du § 128, si le point qui leur est 
soumis est assujetti à rester sur un cylindre, dont les géné- 
ratrices sont parallèles à l'axe central de ïl. 
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II. TBAVAIL D'UNE FORCE DONT LES 
POINTS D'APPLICATION SUCCESSIFS 
SONT DES ÉLÉMENTS MATÉRIELS 
DIFFÉRENTS * 

128. Dans ce qui précède, le point d'application de 
la force dont j'ai défini le travail, est toujours le même 
élément matériel. Or le point d'application de certaines 
forces de contact passe continuellement d'un élément 
matériel à un autre. 

Par exemple, lorsqu'une roue de voiture roule sur 
le sol, la réaction du sol est appliquée successivement 
à chacun des éléments qui constituent la circonférence 
de la roue. 

La définition posée ci-dessus (§ 118), dans le cas 
d'une force appliquée à un élément matériel déterminé, 
doit être précisée pour être étendue au cas actuel. 

La vitesse V, qui figure dans les formules de défi- 
nition dS = (F.V)d« , 5* = (F.V), est-elle la vitesse 
du point géométrique d'application, ou celle de l'élé- 
ment matériel, auquel la force est appliquée à l'instant 
considéré H 

Ces doux vitesses sont généralement différentes. 
Le point géométrique de contact d'une roue de voiture 
avec le sol a une vitesse égale à celle de la voiture ; 
au contraire, l'élément matériel de la roue, qui, à l'ins- 
tant t, est au contact du sol, a une vitesse nulle, 

129. Par définition, le travail élérnentaire d'une force, 
dont les points d'application successifs sont des éléments 
matériels différents, est 

(11) dE == (F.V)d!« , 

V désignant la vitesse de l'élément matériel auquel la 
force est a/ppliqnée à l'instant t. Sa puissance est 

(12) ^ =- (F.V). 
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Le travail, dans Tintervalle (U,t), est l'intégrale 

(13) g= f{F.Y)dt. 

Des propriétés démontrées ci-dessus, celles qui font 
intervenir la trajectoire de l'élément d'application, 
n'ont évidemment rien d'équivalent ici. La propriété, 
objet du § 121, s'applique sans modification. 

Ex. 151. Une roue de voUure roulant sans glisser sur le sol, 
montrer que le travail de la réaction du sol est nul si l'on 
néglige la résistance au roulement et au pivotement (§ 75), 
que cette réaction soit oblique ou non. 

Eœ. 162. La roue motrice d'une locomotive patine sur le 
sol ; montrer que le travail de la réaction du sol sur la roue 
est /N( V — (ii'R)dt ; (N, réaction normale, V vitesse de la loco- 
motive.) Le travail de cette même réaction par rapport à la 
locomotive est — /Na>B<2/. 

III. TBAVAIL DES i'OBOBS INTÉEIEUBES 
A UN SYSTÈME MATÉBIEL 

130. 10 Forces intérieures à distance. — La défini- 
tion précédente s'étend sans 
difficulté. 

Le système matériel étant 
supposé décomposé en uu 
grand nombre n de petits 
éléments Oi, tta, ..., «n(fig- 47), 
l'action à distance de l'un 
quelconque ap sur un autre 
quelconque a, est un vec- 
teur Fpg, issu de a,, direc- 
tement opposé au vecteur 
F 

X qp. 

Le travail élémentaire de 
ces forces intérieures à dis- 
tance a, par définition, i)our valeur approchée, la 




Fig. 47. 
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somme des travaux élémentaires de ces n{n — 1 ) 
forces. 

Je montrerai plus loin (§ 141, ex. 159) que la somme 
des travaux des deux forces Fp, , Fqp est Fp, drpg , Fp, 
désignant le nombre relatif mesurant cette force, 
positif dans le cas de la répulsion, négatif dans le 
cas de l'attraction; Tpq désignant la distance a^aq. 

Le travail élémentaire des actions intérieures à 
distance a ainsi pour valeur approchée 

(14) d^,,^y:(F,„dT,,)\lz\'l l. 

n{n — 1) , 
cette somme comprenant — ■ — termes. 

La valeur exacte est la limite de cette somme, quand 
les dimensions des éléments tendent vers zéro. 

La formule (14) met en évidence que le travail des 
forces intérieures à distance est indépendant des axes de 

référence. 

131. 20 Forces intérieures de contact. — Les défini- 
tions ci-dessus ne peuvent s'étendre aux forces inté- 
rieures de contact sans qu'il soit nécessaire de préciser 
encore. Quoique l'étude du travail de ces forces dépasse 
le cadre de cet ouvrage, j'indiquerai cependant la 
définition qu'il y a lieu d'en donner, afin de mettre 
lo lecteur en garde contre une extension trop hâtive 
des définitions précédentes. 

Lo système matéiiel donné étant décomposé, comme 
au paragraphe précédent, je choisis un point à l'inté- 
rieur de chacun des petits morceaux a^, a^, ..., «„, 
en tout, n points Aj, Ag, ..., A^ (fig. 48). Soit Fi la ré- 
sultante générale issue de Ai des efforts superficiels, 
auxquels l'élément Oi est soumis de la part de ceux des 
éléments a„ Og, ..., a„ qui l'environnent; j'opère de 
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même pour les autres éléments, j'obtiens des forces 

Le travail élémentaire des forces intérieures de 
contact a, par définition, pour valeur approchée la 




Fig. 48. 



somme des travaux des n forces Fi, F^j, ..., F„ (^) 



(1) Il pourrait sembler plus naturel de donner la définition 
suivante du travail des forces intérieures de contact : on 
évaluerait, conformément aux définitions précédentes, le tra- 
vail élémentaire des actions de contact, le long de chaque petit 
élément de sUrface séparant les morceaux a,, a^, ..., a» ; on en 
ferait la somme, puis on en chercherait la limite quand les 
dimensions de a^,,a , ..., a„, tendraient vers zéro. Or si, dans 
l'étendue du système matériel considéré, les vitesses sont con- 
tinues, il est facile de se rendre compte que le travail défini 
de cette manière serait nul. 

il n'y a pas lieu de donner du choix qui est fait entre les 
deux définitions d'autre justification que la suivante, qui 
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si Vi, Vs, ...» y^ sont les vitesseB des éléments matériels, 
qui passent en Ai, A», ..., A^, à l'instant *, ce travail 
élémentaire a pour valeur approchée 

[(Fx. Vi) + (Fa. V,) +' + (î». Vn)]d«. 

La valeur exacte est la liniite de cette expression, 
quand les dimensions des éléments tendent vers zéro. 

De même que pour les forces à distance, on démontre 
que le tra/vaU des forces intérieures de oorUaet est indépen- 
dant des axes de référence, 

132. Exemples. — Dans un solide invariable le 
travail des forces intérieures est nul, puisqu'on peut 
rapporter les mouvements au solide lui-même. 
^ Dans un liquide incompressible sans viscosité, dans 
un fil parfaitement flexible et inextensible, on démontre 
que le travail des forces intérieures de contact est 
nul. 

Dans un gaa sans viscosité, le travail élémentaire 
des pressions intérieures est pdV, p désignant la pression, 
supposée uniforme dans toute l'étendue du volume V 
occupé par le gaz. Ce travail est positif, si le gaz ee 
dilate, négatif s'il se contracte. Si la pression varie 
d'un point à un autre, le travail élémentaire des pres- 
sions intérieures est la somme 2j (pdv) étendue aux 
petits volumes v^, v^, ..., v^ dans lesquels on peut 
supposer V décomposé ; plus rigoureusement, ce serait 
l'intégrale triple, limite de cette somme. 

Dans un fil extensible, de longueur l, de tension T 
(§ 62), le travail élémentaire des efforts intérieurs est 
— Tdl. 



s'appliquerait également à la définition du paragraphe 129: 
la définition choisie donne à la notion de travail une place 
capitale en mécanique, puisque, en particulier, elle permet 
d'énoncer le théorème fondamental de la forcp vive ; l'autre 
(léflnitioii ne serait d'aucune utilité. 
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133. Fonction des forces intérieures. — Les forces 
intérieures d'un système matériel admettent une 
fonction d.es forces U ou un potentiel V = — • U, s'il est 
possible de faire correspondre à chaque configuration 
du système un nombre U tel que le travail des forces 
intérieures, lorsque le système passe de toute configu- 
ration (A) à toute autre (B), soit la variation' corres- 
pondante Ub — Ua. 

S'il en est ainsi, le travail ne dépend que des configu- 
rations initiale et finale (A) et (B). 

Si je laisse de côté les phénomènes électriques, qui 
ne peuvent être étudiés que dans les traités spéciaux, 
et les phénomènes chimiques, les forces intérieures à 
distance dans la nature admettent une fonction des 
forces, les forces intérieures de contact n'en admettent 
généralement pas. Dans les cas particuliers où ce travail 
des forces intérieures de contact est nul (§ 132), le 
travail des forces intérieures est de la forme Ub — Ua- 

Ex. 15 S, La tension d'un fil Haaiique étant supposée propor- 
tionnelle à son aUongement, montrer que les forces intérieures 
de contact dans ce ôradmettent le potentiel 

iT(Z — a) = b/-^^. (§ 62). 

Ex, 154, Un gaz occupe un volume d*un mètre cubé sous 
la pression de 10 atmosphères. On double ce volume, calculer 
le travail des pressions intérieures : 1° en supposant la tempé- 
rature constante (pv = const.); 2° en supposant la détente 
adiabatique (pv*»* = const.).; 



IV. TBAVAIL DES FORGES EXTÉIUKV lU:^ 
APPLIQUÉES A UN SOLIDE INY ARl AliLK 

134 Expression analytique du travail élémentaire 
d'un système de forces appliquées à un solide invariable. 

— Soient F^, Fg, ..., F„ les forces données (fig. 49); 

Béguin. — Statique et dynauiiquo. — I. U 
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Xi, Yi, Zi, les projections à l'instant t de Tune quel- 
conque Fi sur trois axes rectangulaires Ox, Oy, O0, fixes 
ou non ; Xi, yi, Zis les coordonnées de rélément de ma- 
tière auquel cette force est appliquée ; sa vitesse Vi est 




Fîg. 49. 



la somme de la vitesse U de l'élément qui se trouve en O 
à rinstant t, et de la vitesse due à la rotation instan- 

tauéo (0, 0)) de projections y, g, r (*). Los projections do 
Vi sont 

Vi^ = U^ + qzi — ryi 
(15) Vjy = Uy 4- rXi — yZi (i = 1, 2, ..., n) 

Vi, = U, + pye — qxi 

Le travail élémentaire des forces données est 

( 16) d G - ï: (Fi. Vi) d« = ï: ( Vi, Xi + Vi„ y* + Vi, Zi) d«. 

1 1 

Si je remplace Vi^:, Vi^, Vi, par leurs valeurs tirées do 



(l) Voir R. Bricard, Cinématique^ § 21. 



TRAVAIL. PUISSANCE 131 

(16), et si j'ordonne l'expression obtenue par rapport à 
Ux, Uj,, U„ p, g. r, elle devient 

(17) dS=(U,,X + U,Y+U,Z +pL + gM+rN)d^ 
où X = SXi, Y = SYi, Z = SZi,L = 2(yiZi — i^i YO, 

M = S (sTi Xi — a?i Zi), N = ï (oji Yi — yj Xi) désignent les 
six coordonnées du système de forces données. Cette 
expression s'écrit aussi 

(18) dG = (U.R)dt + (o).G)d<. 
La i)iiis8ance du système de forcée est 

(19) P=: — = (U.R) + ((«>.G). 

135. Conséquences. — 1^ Deux systèmes de forces 
équivalents, a/ppliqués à un même solide invariable, ont 
le même tra/vail, puisque la formule (17) ne dépend que 
des six coordonnées du système de forces. 

136. — 2° Le travail d'un système de forces équivalent 
à zéro, appliqué à un solide invariable est nul. 

Ex, 156, Montrer directement, par des considérations géomé- 
triques, que les opérations élémentaires (transport d'une force 
le long de sa ligne d'action, remplacement de plusieurs forces, 
appliquées à un même élément de matière, par leur somme 
géométrique) effectuées sur un système de forces appliqué à 
un solide inrariable, n'altèrent pas son travail. En déduire 
la formule (18). 

1^7. Translation. — Le travail d'un système de forces 
appliquées à un solide invariable animé d'une transla- 
tion, est égal au travail de leur résultante gén^ale^ ap- 
pliquée en un point arbitraire du corps. La formule (18) 
se réduit en effet à 

dG = (U.U)dt, 

138. Rotation. — Le travail éléntentaire d'un système 
de forces appliquées à un solide animé d'une rotation 
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(fig. 50), est égal au produit Ndô du moment N des forces, 
par rapport à Vaxe de rotation, par V angle élémentaire d9, 

dont le solide tourne dans le temps dt 
( N et dô sont supposés mesurés avec un 
G môme sens positif choisi sur l'axe) : 

dg = NdO. 

La formule (18) se réduit en effet à 

dC = (Z.a)dt = No)d<, 

si Ton prend l'origine des axes sur 
l'axe de rotation (comparer ex. 133). 
Cette proposition s'applique à une 
rotation instantanée aussi bien qu'à 
une rotation proprement dite. 




Fig. 50. 



Ex, 156, Une plaque plane se meut dans un plan vertical 
fixe ; le travail élémentaire de son poids peut s'évaluer sous 
la forme Pd; ( § 122) ou Nd^ ( § 138). 
Vérifier l'identité de ces deux ex- 
pressions. Appliquer aux ex. 138, 
139. 

Ex, 157. Un frein, destiné à di- 
minuer l'allure d'une machine, est 
formé d'une lame flexible ABCDE 
fixe, appliquée sur une pouUe calée 
sur l'arbre delà machine (fig. 51). 
Si T, et T^ sont les tensions des 
portions AB et DE de la lame, 
montrer que le travail élémentaire 
des actions de contact de la lame 
sur la poulie est — (T, — TJ RdO. 
(On appliquera la loi fondamentale 
à la portion BCD de la lame; on en 
déduira que les actions, dont on 
veut évaluer le travail, équivalent 

au système des deux tensions T,, T^; on appliquera ensuite 
le § 135). 

Ex, 158, Frein Kretz (mesure de la puissance d'une 
machine). Un collier enserrant une poulie, calée sur l'arbre 




Fig. 51. 
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horizontal d'une machine, porte latéralement un plateau, 
pouvant recevoir un poids Q (fig. 52). Le centre de gravité du 
système plateau-collier est 
dans le plan vertical de 
l'axe de rotation. Le serrage 
du collier et le poids Q sont 
réglés de telle sorte que, la 
machine tournant à sa vi- 
tesse de régime, le collier 
se maintienne de lui-même 
dans la position de la figure. 
Le poids Q ainsi réglé étant 
90**?, la machine faisant 
25 tours par minute, le pla- 

teau étant à 1" de l'axe de ^^' ^^' 

rotation, * montrer que la 

puissance des actions de contact du collier sur l'arbre est 
3,14 chevaux. (Raisonner comme dans l'ex. 157.) 




l 



V. CHANGEMENT 
DU SYSTÈME DE EÉFÉBENCE 

139. Un système matériel quelconque, invariable 
ou non, étant en mouvement par rapport à des axes 
O'x', O'y', O'z' (mouvement relatif), lesquels sont en 
mouvement par rapport à des axes absolus Oo;, Ot/, Oz 
(mouvement d'entraînement), le travail élémentaire 
d'un système de forces, appliqué à ce système maté- 
riel, lorsque les mouvements sont rapportés aux axes 
absolus OXf Oy, Oz, peut s'appeler travail absolu ; le 
travail élémentaire de ces forces, lorsque les mouve- 
ments sont rapportés à O'x', O'y', 0'z\ peut s'appeler 
travail relatif; enfin le travail élémentaire de ces mômes 
forces, lorsque les éléments matériels auxquels elles 
sont appliquées, sont supposés liés invariablement aux 
axes intermédiaires O'x', O'y', O'z', peut s'appeler tra- 
vail d'entraînement. Ce travail d' entraînement possède 
évidemment les propriétés du travail d'un système de 
forces appliquées à un solide invariable (§ 134 à 138). 
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140. Théorème. — Le travail absolu d'un système de 
forces appliquées à un système matériel quelconque, eet 
la somme de son travail relatif et de son travail d entraîne- 
ment. La formule de composition de vitesses V = V^ -|- V^. 
entraîne en effet immédiatement, par suite de la dis- 
tributivité du produit scalaire, la formide 

F.V = (F.V,) + (F.V.), 

F désignant une force quelconque ; la proposition en 
résulte : 

(20) dr-a = dr^r + dt^e. 

141. Travail d'un système de forces équivalent à 
zéro. Le travail d'un système équivalent à zéro de 
forces appliquées à un système matériel quelconque, 
invariable ou non, est indépendant des axes de réfé- 
rence. — En effet, dans le cas d'un système de forces 
équivalent à zéro, la proposition précédente se sim- 
plifie, le travail d'entraînement dG^ étant nul ; ce tra- 
vail possède en effet la propriété du travail d'un 
système équivalent à zéro de forces appliquées à un 
solide invariable (§ 136). 

Il est intéressant de rapprocher de là la propriété 
analogue du travail des forces intérieures (§130, 131). 

Ex, 159, Si deux éléments de matière A et B s'attirent ou 
se repoussent (fig. 53), la somme des travaux élémentaires 

de leurs actions mutuelles 
F A r B F' F, F' est 



^ 



/\. dV, = Fdr, (AB = r) 

V la mesure F étant affectée 

du signe + dans le cas de 
la répulsion, du signe — 
^ ^S- ^^- dans le cas de Tattraction. 

(Il suffit, pour l'étabUr, de 
rapporter les mouvements à deux axes Bo;, By, issus de B, 
l'axe Ba; passant par A : la force F' donne un travail nul, la 
force F donne le travail Fdr.) 
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Ex. 160, Si les forces d'inertie et le poids d'un gaz sont 
négligeables, montrer que ses pressions sur son enveloppe 
ont un travail indépendant des axes de référence (elles forment 
en effet un système équivalent à zéro). Le travail des pressions 
de la vapeur d'une machine alternative sur son enveloppe 
peut s'évaluer indifféremment en rapportant les déplacements 
au sol, ou au bâti de la machine, s'il s'agit d'une locomotive. 
Il se réduit alors au travail des pressions sur le piston, p S dx 
ip pression, S section, dx déplacement du piston.) Rapprocher 
ce résultat de l'ex. 135 (on démontre, dans la mécanique des 
fluides, que supposer une même valeur de la pression dans 
toute rétendue d'un fluide revient à négliger son poids et 
SCS forces d'inertie.) 



VI. TEAVAIL DE8 ACTIONS DE CONTACT 

ENTEE SOLIDES 



142. Contact avec un obstacle fixe. 

solide A en mouvement 
reste en contact avec un 
obstacle fixe B en un point 
(fig. 54) : 

1^ Le travail élémentaire 
de la réaction de B sur A 
est négatif, s'il y aàla fois 
frottement (fzj^o) et glisse - 
ment (vitesse de glissement 

2° Ce travail est nul, si 
Vune de ces deux quantités 
f ou TJ est nulle (corps 
parfaitement polis, ou rou- 
lement sans glissement de 
A sur B). 

Le travail de la réaction 



Lorsqu'un 




Fig. 54. 



F est en effet dE = (F.U)d^; or, d'après les lois des 
actions de contact (§74), ces vecteurs F et U font un 
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angle obtus dans le premier cas, un angle droit lorsque 
/ est nul. La proposition en résulte. 

143. Contact de deux solides en mouvement. — 

Lorsque deux solides A et B en mouvement restent en 
contact en un point : 

l^ La somme des travaux élémentaires des deux réac- 
tions est négative, s* il y a à la fois frottement (f z^ o) 
et glissement {vitesse de glissement TJ ^ o). 

2° Cette somme est nulle, si Vune de ces deux quantités 
f ou U est nulle {corps parfaitement polis, ou roulement 
sans glissement de A sur B). 

En effet, les deux réactions opposées F, F' formant 
un système équivalent à zéro, la somme de leurs tra- 
vaux est indépendante des axes de référence (§ 141) ; 
si je prends des axes liés invariablement au corps B, 
le travail de F' est nid, et le travail de F rentre dans 
le cas précédent (§ 142). 

Cette somme de travaux des deux réactions, essen- 
tiellement négative, exceptionnellement nulle, s'appelle 
travail absorbé par les frottements au contact des deux 
corps (^). 

144. Si un certain nombre de solides, en contact 
entre eux et avec des obstacles fixes, sont en mouve- 
ment (par exemple les organes d'une machine en contact 
entre eux et avec un bâti fixe), le travail élémentaire 
des actions de contact des obstacles fixes sur les solides 
considérés et des solides les uns sur les autres est négatif ; 
il n'est nul qu'exceptionnellement : il est nécessaire 
pour cela que le frottement ou le glissement soit nul 
en tous les contacts. 

Cette propriété fondamentale permettra de mettre 
en évidence, au moyen du théorème de la force vive 



(1) Si les corps A et B se touchent en plus d'un point, ces 
deux propositions s'appliquent en chaque point de contact. 
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(vol. II, ch. XIX), Vinfluence retardatrice caractéristique 
des forces de frottement accompagnées de glissement. 
L'utilité des paliers à billes qui réalisent des contacts 
sans glissement, ressort de cette propriété. 

145. Résistance au roulement et au pivotement. — 
Les propositions précédentes ne constituent qu'une 
approximation : il n'y est pas tenu compte, en effet, 
du travail des couples de résistance au roulement et 
au pivotement. L'étude de ces résistances montre que, 
dans les mômes conditions que précédemment (contact 
de solides entre eux et avec des obstacles fixes), le travail 
de ces couples présente le même caractère que le travail 
du frottement de glissement : il est essentiellement 
négatif, exceptionnellement nul. Ce travail est d'ailleurs 
généralement négligeable par rapport au travail absorbé 
par le frottement de glissement, toutes les fois que 
celui-ci n'est pas nul. 

Si l'on tient compte de toutes ces résistances qui, 
dans la pratique, coexistent toujours, le travail des 
actions de contact dans les conditions étudiées {contact 
de solides entre eux et avec des obstacles fixes) est toujours 
négatif, dès qu'il y a mouvement des solides ; il n'est 
jamais rigoureusement nul. 

146. Obstacles mobiles. — Il est essentiel de remar- 
quer que l'action de contact d'un obstacle mobile B 
sur un solide A ne possède pas le caractère précédent : 
Le signe de son travail dépend des circonstances du mouvc' 
ment, quHl y ait frottement ou non. La vitesse, par rapport 
aux axes de référence, de l'élément matériel de A, 
auquel cette action est appliquée, est, en effet, diffé- 
rente de la vitesse de glissement au contact de A 
et B. 

I 

Ex, 161, L*arbre d'une machine repose sur un coussinet 
cylindrique, de rayon légèrement supérieur, sur lequel il 
exerce une action F. Montrer que le travail absorbé en une 
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seconde par les frottements en ce contact est ^^ F sin ç, 

(r rayon de Tarbre, N nombre de tours par minute, 9 angle 
de frottement). 

Ex, 162, L'arbre d'une machine alternative (fig. 6) tourne 
à 150 tours par minute. Le moment N, par rapport à l'axe 
de l'arbre, de l'action F de la bielle sur la manivelle est donné 

par la courbe ci-contre (fig. 56), en fonction de Pangle ô = BOA. 
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Evaluer :^ 1° la puissance moyenne ou travail par seconde 

de cette action F (§ 138) ; 2° le travail absorbé en une seconde 

par le frottement au contact bielle-manivelle (§ 143). 

AB = l^jSO; OA == 0°',45 ; rayon du bouton de manivelle 

p = 0'",04, coefficient de frottement tg © « 0,07 ; l'inertie et 

le poids de la bielle seront négligés, de sorte que la force F' 

sera dirigée sensiblement suivant AB (§ 64). On établira 

que le travail élémentaire absorbé par le frottement en A 

N 
est — -^r-^ — ; — p sin © da ; on sera amené à construire par 
OAsma'^ 

N 
points la courbe donnant -; en fonction de a, et à évaluer 

'^ sm a 



son aire (a = BAO). 
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Ex, 163. L'arbre d'une machine marine présente des épau- 
lements annulaires, qui s'appuient sur un palier de butée 
invariablement lié à la coque à laquelle il transmet la pous- 
sée de l'hélice. Le rayon des épaulements étant 20*=°, la 
poussée normale de l'arbre sur la butée étant 7500''£, le 
nombre de tours étant 60 par minute, le coefficient de frot- 
tement étant 0,08, montrer que la puissance absorbée par 
les actions de contact entre l'arbre et la butée est environ 
10 chevaux. 

Ex, 164. Un cycUale, lancé ^ une vitesse de 15^ '"■'', agit 
sur son frein, de telle sorte que la somme arithmétique des 
réactions normales au contact du patin du frein et de la jante 
de la roue soit 10'p, le coefficient de frottement en ce con- 
tact étant 0,6 ; montrer que le travail absorbé en une seconde 
par le frottement au contact patin- jante, est 25''^'". 

Ex. 165. Montrer que le travail élémentaire absorbé par 
les frottements au contact de deux dents d'un engrenage 
extérieur (R. Bricard, Cinématique, § 40) a pour valeur 
— /N.IM(d6i + dfjj) ; (N réaction normale ; I centre instan- 
tané des deux roues dans leur mouvement relatif ; M point 
de contact des dents ; e26i et d^^, angles dont les roues tournent, 
dans le temps dt, par rapport à leur bâti). 

Ex, 166, Deux plans inclinés PP' se coupent suivant une 
horizontale âxe A ; ils font le même angle a avec la verticale. 
Dans le dièdre qu'ils forment, repose une sphère de poids Q. 
Montrer que le travail absorbé par les frottements au contact 
de la sphère avec les plans P et P', lorsqu'on ferme lentement 
le dièdre de la valeur u à la valeur 2a, est 



t: 



QR / cotg* a _:^^/.^^ v doL 



sin (a — ç) 



(^, angle de frottement). Ce travail serait infini, si l'on ame- 
nait le dièdre à la valeur 2-f. 

Ex, 167. n disques circulaires homogènes identiques, de 
même poids P, sont en contact les uns avec les autres, dans 
un plan vertical, le long de la ligne de pente d'un plan incliné 
Le disque inférieur touche un rectangle qu'on pousse lente- 
ment vers le haut, le long du plan incliné. Le frottement est 
supposé suffisant au contact des disques et du plan pour y 
empêcher tout glissement. Montrer que le travail absorbé 
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par les frottements, aux contacts des disques entre eux et 
du disque inférieur avec le rectangle, est 

— P sin 6 ( — — — :: — n ■] g — j dx ; 

Q inclinaison du plan, 9 angle de frottement aux contacts 
des disques et du rectangle, a=tg(2' + ?)' ^* déplace- 
ment élémentaire du système vers le haut. Trouver l'expres- 
sion analogue correspondant à un déplacement vers le bas. 



N 



Chapitre XIII 

THÉORÈMES GÉNÉRAUX 
DE LA DYNAMIQUE DU POINT 



147. — Le mouvement d'un point matériel est régi 
par l'équation géométrique (fig. 66) 



(1) 



mJ = F 



(§69) 



Les composantes de T accélération J s'exprimant 
au moyen des dérivées 
secondes des paramètres 
(coordonnées cartésien- 
nes, polaires ou autres) 
qui déterminent la po- 
sition du point matériel, 
l'équation géométrique 
se traduit analytique - 
ment par des équations 
du second ordre. 

Toute conséquence 
analytique de l'équation 
du mouvement qui ne 
contient que les dérivées 

premières des paramètres déterminant la position du 
point, est appelée intégrale première, 

148. Projections. Théorème de la quantité de mou- 
vement projetée. — Pour exprimer analytiquement 
l'identité des vecteurs F et mJ, il suffit d'écrire que 
leurs projections sur trois axes sont identiques. 

Si la position du point est définie par ses coordonnées 
cartésiennes x, y, z, par rapport à trois axes fixes Ox, 




Fig. 56. 
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Oy, Ozj il sera commode en général de projeter sur ces 

trois axes : 

d*x d*y d*z 

(2) m-j-T^X , '^^ = ^ » w-.r:i=Z, 



dt* 






z' 




y. 



X, Y, Z désignant les projections de la force F. 

Ces équations peuvent se traduire par renoncé sui- 
vant : Jja dérivée 'par ra/pport au temps de la projection^ 
SUT un axe fixe, de la quantité de mouvement est constam- 
ment égaie à la projec' 
Fs/nJ tion SUT cet axe de la 
résultante des forces 
agissant sur le point. 

C'est le théorème de 
la quantité de mouvement 
projetée. 

Les axes utilisés sont 
généralement rectangu- 
laires; ces équations 
s'appliquent évidem- 
ment aussi bien si les 
axes sont obliques. 

Si la position du point 
est définie par ses coor- 
données cylindre -polai- 
res r, 6, z, par rapport 
à des axes rectangulaires fixes Oa?, 0?/, Oz (fig. 57)^ il 
sera généralement commode de projeter sur les tan- 
gentes MX, M|x, Mv aux trois directions dans lesquelles 
se déplacerait le point si l'on faisait croître seule- 
ment r, 6 ou -;? ; on obtient ainsi les équations (*) 

Z^*'* /^0\'\ ,. '^à f de\ ^ d^z 




y 



Fig. 57. 






(l) Voir R. Bbicabd, Cinématiquey ch. IV, ex. 1. 



aj 



DYNAMIQUE DU POINT : THÉORÈMES 143 

(Fx et F^ sont les mesures affectées de signe des pro- 
jections de F sur MX et M{jl). 

Enfin, il peut être commode, surtout quand la tra- 
jectoire est connue d'avance, de projeter sur la tangente, 
la normale principale et 
la binormale (fig. 68) ; on 
obtient ainsi ce qu'on ap- 
pelle les équations intrin» 
sèques du mouvement. Si 
Ma est la direction de la . ^m. 




tangente correspondant 

aux abscisses curvilignes s 

croissantes. Mu. la direction 

de la normale principale 

vers le centre de courbure, 

si p désigne le rayon de courbure en M, ces équations 

sont ( § 48) 

dv v^ 

(4) m- = Fx ; m - = F^ ; = F„ . 

dt p "^ 

dv d^s dv v^ 

rr- pourra être remplacé par -z— ou par v -z- ; — 
dt ^ dt^ de 

pourra, en géométrie plane, être remplacé par ± v —^ 

a désignant T angle de MX avec une droite fixe, Ox par 
exemple. 

Ex, 168» Un point matériel, soumis à une force de direction 

fixe OZf décrit une courbe plane, car -^ et — ^ sont nuls. 

Si un point matériel est soumis à une force parallèle à un 
plan fixe fcOj/, sa projection sur Oz a un mouvement uniforme ; 
il décrit une courbe plane si sa vitesse initiale est parallèle 

à xOyt car -zrzx est nul. 
or 

149. Moments. — On obtient aussi des conséquences 
de l'équation fondamentale du mouvement en égalant 
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les moments des vecteurs mJ et F par rapport à un 
point ou par rapport à un axe. 

Il est généralement commode de traduire les équa- 
tions ainsi obtenues par les énoncés suivants : 

150. Théorème du moment cinétique par rapport 
à un axe fixe. — Un point matériel étcmt en mouvement, 
la dérivée pa/r rapport au temps de son moment cinétique 
par ra/pport à un axe fixe est égale à chaque instant 
au moment par ra/pport à cet axe des forces agissant sur 
le point. 

L'équation qui exprime T égalité des moments de 
F et de mJ par rapport à l'axe fixe Oz, peut en effet 



s'écrire 



'" ^bi'î-'î)]-'^-'^- 



(6) 



►^' 



En coordonnées cylindre -polaires, elle s'écrit 

151. Théorème du moment cinétique par rapport à 

un point fixe. — Un point 
^A matériel éta/nt en mouve- 

ment, la vitesse de Vextré- 
mitéf du moment cinétique 
par rapport à un point fixe 
(fig. 59) est équipollente 
au moment résultant G par 
rapport au povnt O des 
forces agissant sur le point 
j/^ matériel (à rapprocher. du 
§ 47). C'est ce qu'expri 
ment l'équation (6) et les 
^^s- ^^' deux autres analogues re- 

latives à Ox et Oy, . 

152. Cas particulier. Force rencontrant un axe fixe. 



G 
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Loi des aires — Bi un point matériel est soumis à une 
force rencontrcmt un axe fixe à distance finie ou à Vvnfini 
(fig. 60), son moment ci' 
nétique par ra/pport à cet j^x 

axe est eonstamt 

Ou enoore : sa vitesse 
aréolaire autour de cet aoce 
est constante. 

Ou encore : Us aires 
qu'il décrit anitour de cet 
axe sont proporUonnèlles 
aux temps employés à les 
parcourir (loi des aires). 

Cette propriété- est une 
conséquence directe du 
théorème du moment ci- ^K» ^0. 

nétique (§ 150) et de la 

définition de la vitesse aréolaire (§ 36). Si l'axe consi- 
déré est Taxe des Zf la loi des aires se traduit au moyen 
des coordonnées cylindre -polaires par l'équation 

r*de = Cdt 

qui constitue une intégrale première des équations du 

mouvement. La con- 
stante C est appelée 
constam^te des aires. 

1 53. Cas particulier. 
Force centrale. — La 
trajectoire d'un point 
matériel soumis à une 
force F passant par un 
point fixe est plam,e 
Fîg. 61. (figr. 61); elle est dé- 

crite suiva/nt la loi 

des aires relativement au point 0. Le théorème du 

Beghin. — Statique et dynamique. — I. 10 
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moment cinétique par rapport au point (§ 151 j 
montre, en effet, que le vecteur Oy, moment ciné- 
tique, est fixe ; la quantité de mouvement du mobile 
reste par suite constamment dans le plan perpendi- 
culaire en à Ov, et avec elle le mobile lui-même M. 
La force F rencontrant l'axe fixe Oy, le mouvement 
s'effectue suivant la loi des aires autour de Oy. 

154. Théorème de la force vive. — La différentielle 
de la demi-force vive d*un point matériel est égale au 
travail éUmentadre des forces a/ppliquées à ce point. 
En effet, les deux vecteurs F et mJ étant identiques, 
leurs travaux élémentaires dans l'intervalle {t, t + dt) 
sont égaux. Soit d5 le travail de la force F ; le travail 
de mJ est (ex. 134) 

.1 , 




Ox, Oy, Oz étant trois axefe fixes rectangulaires. On 
obtient donc l'équation 

d [-^mv* j = dC 

C'est l'équation à établir; dS, travail de la résultante 
F des forces agissant sur le point, est aussi la somme des 
travaux de ces forces. 

155. Cas d'une fonction des forces. — Si la force F 
est quelconque, dG n'est la différentielle d'aucune 
fonction connue d'avance, et l'équation de la force vive, 
qui est du second ordre, ne peut s'intégrer immédiate- 
ment, malgré les apparences. Mais, si la force F admet 
une fonction des forces U (x, y, z) (ou un potentiel 
V = — U), on a alors dG == dJJ {x,y,z), U étant une 



DYNAMIQUE DU POINT : THÉORÈMES 147 

fonction connue d'avance, et Féquation de la force 
vive s'intègre immédiatement 

- mv* = U -}- fe, ou - mv^ -f V = ^. 

On voit qive la somme de V énergie cinétique l-mv' 

et du potentiel est constante pendant le mowvement. 

Cette équation du premier ordre est une intégrale 
première du mouvement. La constante h >^' appelle 
eonsta/nte des forces vives. 

L'importance du théorème de la force vive provient, 
d'une part, de ce fait qu'il fournit une intégrale pre- 
mière lorsque les forces agissant sur le point matériel 
admettent une fonction des forces ; d'autre part, il 
permet d'éliminer les réactions sans frottement dues 
à des obstacles fixes, réactions dont le travail est nul 
( § 142) ; il est essentiel de remarquer qu'une réaction 
due à un obstacle mobile (§ 146) devrait au contraire 
figurer dans l'équation. 

156. Mouvement relatif. — La loi fondamentale 
de la dynamique s' appliquant au mouvement par 
rapport à des axes mobiles, à condition d'introduire 
la force d^ inertie d'entraînement et la force d'inertie 
complémentaire, les théorèmes qui en sont les consé- 
quences s'appliquent également sous cette condition. 

Ainsi le théorème de la force vive par ra/pport à des 
axes mobiles s'énonce de la manière suivante : la demi- 
différentielle de la force vive d'un point matériel 
(évaluée par rapport à des axes mobiles) est égale au 
travail élémentaire (évalué par rapport à ces mêmes 
axes) des forces agissant sur le point, et de sa force 
d'inertie d'entraînement. La force d'inertie complé- 
mentavre n'y figure pas, car, au facteur 2m près, cette 
force est identique au produit vectoriel de la vitesse 
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relative du point matériel et de la rotation instantanée 
du mouvement d'entraînement ; elle est donc cons- 
tamment normale à la trajectoire relative et ne produit 
pas de travail. 

Cette force d'inertie complémentaire interviendrait 
au contraire dans le théorème du moment cinétique. 

157. Point mobile sur une surface. — Il s'agit d'un 
corps M de petites dimensions, gUssunt le long de la 
surface S d'un solide A (fig, 62). La liaison aidsi réa- 




Fig. 62. 

lisée est imparfaite : elle est unilatérale, le petit corps M 
pouvant quitter la surface S. Si l'on adjoint au solide A 
un autre solide A', limité à une surface S' parallèle à 
S et infiniment voisine de S, de façon que le corps M 
ne puisse échapper, la liaison est alors réalisée parfai- 
tement : elle est bilatérale. 

Le corps est soumis à la réaction de la surface et à 
d'autres forces, La réaction ï^ est une farce de contact 
ou de liaison^ c'est en général une inconnue ; les autres 
forces sont en général des données : on les appelle forces 
données. 

S'il n'y a pas frottement, la réaction <b est normale 
à la surface S, dans un sens ou dans l'autre si la liaison 
est bilatérale. 

SHl y a frottemetH, on suppose, dans la mécanique 
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théorique, que les composantes normale N et tangen- 
tielle T de la réaction R sont liées par T ^ / N dans le 
cas de Téquilibre, par T = /N dans le cas de mouve- 
ment, la force de frottement T étant en outre en sens 
contraire de la vitesse du corps M. 

Cela revient à admettre, d'une part, que le jeu est 
suffisant pour que M ne touche pas à la fois A et A', 
et, d'autre part, dans le cas de mouvement, que la 
rotation du corps M sur lui-même est finie, de façon 
que la vitesse de glissement soit sensiblement identique 
à la vitesse du corps M le long de la surface S (§ 74). 
On voit donc dans quelle mesure les résultats de cette 
étude du mouvement avec frottement s'appliqueront 
à la pratique. Ils ne s'appliqueraient pas à une petite 
bUle roulant sans glisser sur A : la vitesse de glissement 
serait nulle, alors que la vitesse du centre de la bille 
serait finie ; la rotation de la bille sur elle-même serait 
considérable, et les dimensions de la bille, par suite 
de l'ordre de grandeur de ce facteur, ne pourraient plus 
être négligées. D'ailleurs, la réaction vérifierait ici 
T</N. 

158. Point mobile sur une courbe. — Il s'agit d'un 
corps M de petites dimensions, glissant à l'intérieur 
d'un tube A, de section constante et petite par rapport 
au rayon de courbure de la courbe C axe du tube, 
ou d'un petit curseur M, glissant le long d'un fil rigide A 
ou d'une glissière de section constante et petite, 
(fig. 63). 

Le corps M est soumis à la force de contact ou de liai- 
son O, résultante des réactions aux divers contacts 
avec le support A (tube, fil ou glissière) ; on l'appelle 
réaction de la coy/rhct c'est en général une inconnue. 
Les autres forces sont en général des données : on les 
appelle forces données. 

8HI n^y a pas frottement, cette résultante O est dans 
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le plan normal au tube, donc à la courbe C, les réactions 
-composantes étaht situées dans des plans normaux 
infiniment voisins. 

8'il y a frottement, on suppose, dans la mécanique 
théorique, que les composantes normale N et tangen- 






Jbig. 63. 



tielle T de la résultante <l> sont liées par T <^ / N dans 
le cas de l'équilibre, par T = / N dans le cas de mouve- 
ment, la composante tangentielle T étant en outre en 
sens contraire de la vitesse du corps M. Cette hypo- 
thèse n'envisage ainsi qu'un cas très particulier : elle 
suppose implicitement, d'une part, que le contact du 
corps M aVec A n* a lieu qu'en un seul point ou, tout 
au moins, en des points èorrespondant à des plans tan - 
gents sensiblement confondus, et, d'autre part, dans le 
cas de mouvement, que la rotation du corps M sur lui- 
même est finie ( § 74). Si, en effet, le contact a lieu, par 
exemple, en deux points correspondant à des plans tan- 
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gents faisant entre eux un angle fini, la composante N 
est somme géométrique des deux composantes normales 
Ni, Nj, alors que la composante T a pour valeur la 
somme arithmétique / (Ni -}- Ng), et Ton a T > /N. 
Ce cas et les autres analogues ne rentrent pas dans 
l'étude théorique telle qu'elle vient d'être énoncée. 

Cette étude théorique (avec T = /N) s'appliquera 
évidemment à un petit corps M glissant, avec ou sans 
frottement, sur la surface d'un cylindre, lorsque la 
symétrie des conditions, initiales ou autres, détermi- 
nera le corps à décrire une section droite du cylindre ; 
cette section droite jouera le rôle de la courbe C. 

159. Réversibilité du mouvement d'un point maté- 
riel. — Le mouvement d'un point matériel M sous V action 
d'une force F, dé'pendant uniquement de la ^position du 
poi/nt, est réversible. Voici le sens de cette expression : 
d'abord, étant donné le mouvement sur une trajectoire 
C d'un point M, occupant successivement des positions 
Pi, Pa, ...» Pn aiix instants ^, <,, ..., <n> avec des vitesses 
Vi, Vt, ...» V„, j'appelle mouvement renversé de ce mou- 
vement, le mouvement d'un mobile parcourant cette 
même trajectoire suivant la même loi, mais en sens 
contraire, passant ainsi successivement en P„, P„_i, ..., 
Pi, avec les vitesses W„, Wn_i, ..., Wi, respectivement 
directement opposées aux vitesses V„, V„_i, ..., Vj. Au 
cours de ces deux mouvements, un même arc est 
décrit dans le même temps, mais dans des sens diffé- 
rents. 

Cela posé, la réversibilité des mouvements d'un point 
matériel, dans un champ de forces F invariable, consiste 
en ce que le mouvement renversé de tout mouvement 
de M, sous l'influence de la force F du champ, est aussi 
un mouvement du même point matériel sous l'influence 
de la force F. Cette proposition résulte de ce que, en 
chaque point de la trajectoire de deux mouvements 
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renversés, T accélération J (composantes ■jr » — » § 148) 

at p 

est la même dans ces deux mouvements; de sorte que, 

-*■ -► 
si Tun vérifie la loi fondamentale F = wJ, l'autre 

la vérifie aussi. Ce mouvement renversé se réalisera 
( § 70) en prenant comme conditions initiales une posi- 
tion arbitraire P« relative au mouvement donné, et 
la vitesse Wn, directement opposée à la vitesse Vn dans 
le mouvement donné. 

Un mobile soumis à une force dépenda/ni de la vitesse, 
par exemple, éprouvant une résistance fonction de la 
vitesse (§ 166), ne remplit pas les conditions de réver- 
sibilité, la force en un point n'étant pas la même dans 
deux mouvements renversés. 

Si la vitesse d'un point animé d'un mouvement 
réversible vient à s'annuler, le mouvement après cet 
instant s'obtient évidemment en renversant le mouve- 
ment antérieur ( ^ ) . 

Les mouvements, dans un champ de forces inva- 
riable, d'un point matériel mobile sur une courbe ou 
sw une surface matérielle fixe, possèdent aussi la pro- 



(1) Ces propofiitioDâ (§ 150 à § 161), étant basées sur le 
théorème de Cauchy ( § 70), d'après lequel un mouvement est 
déterminé sans ambiguïté par sa position et sa vitesse ini- 
tiales, ne s'appliquent paâ à certains cas exceptionnels qui ne 
remplissent pas les conditions exigées par ce théorème. 

Si, par exemple, ce qui est exceptionnel, la vitesse et l'ac- 
célération d'un mobile animé d'un mouvement réversible, 
viennent à s'annuler simultanément, on se trouve, à partir 
de cet instant, en présence de deux hypothèses vérifiant 
toutes deux les équations du mouvement : le repos, ou le 
mouvement renversé du mouvement antérieur, 

Le choix entre ces deux hypothèses n'a aucune portée pra- 
tique, une réalisation rigoureuse de conditions déterminées, 
par exemple de celles qui sont relatives à ces cas exception* 
nels étant pratiquement impossible. 
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priété de réversibilité, à condition que le contact ait 
lieu sans frottement Cette proposition s'établit en 
remplaçant, dans le raisonnement précédent, l'équa- 
tion générale T = mJ par l'équation de même forme 
qui lie les projections de J et F, soit sur la tangente, 
s'il s'agit d'une courbe, soit sur le plan tangent, s'il 
s'agit d'une surface, de façon à éliminer la réaction. 

Si le contact a lieu a/vec frottement, la réversibilité 
disparaît, car, dans deux mouvements renversés, les 
composantes tangentielles de la réaction en un même 
point, auraient des sens différents, puisque les vitesses 
sont deux à deux opposées, tandis que l'accélération 
J et la force F du champ seraient identiques. L'équa- 
tion F = mJ ne peut donc être vérifiée à la fois par deux 
mouvements renversés. 

Cette propriété de réversibilité se généralise pour les 
systèmes matériels. 

160. Symétrie des mouvements d'un point matériel. 

— On vérifie de la même manière que, si le champ de 
forces F invariable admet un plan de symétrie Q, 
des conditions initiales symétriques par rapport à ce 
plan déterminent deux trajectoires symétriques l'une 
de l'autre, décrites suivant la même loi. Si la vitesse ini- 
tiale est dans le plan Q, la trajectoire y est tout entière. 
S'il s'agit d'un point matériel mobile sur une courbe 
ou sur une surface matérielle fixe, la même propriété 
a lieu, à condition évidemment que la courbe ou la 
surface admette le plan de symétrie Q. (Les restrictions 
relatives au frottement ne sont plus nécessaires ici). 

161. Application. — Un champ de forces admettant 
le plan de symétrie Q,,si la trajectoire C d'un point 
matériel M coupe le plan Q à angle droit (point Pj, 
instant t^, vitesse V^), la trajectoire après cet instant 
est symétrique par rapport à Q, de la trajectoire anté- 
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rieure et est décrite suivant la même loi, au sens près. 
En effet, le mouvement postérieur à l'instant ti a pour 
symétrique le mouvement défini par les conditions 
initiales (point Pi, vitesse Wi, directement opposée à 
Vi), c'est-à-dire le mouvement renversé du mouvement 
antérieur à l'instant ti. 

Le lecteur étendra cette proposition au cas où le 
point matériel est assujetti à décrire une courbe ou 
une surface matérielle fixe, symétrique par rapport au 
plan Q, le contact étant sans frottement. 

Les exercices sur la dynamique du point donneront 
des exemples de ces propositions. 



Chapitre XIV 
EXERCICES SUR LA MÉCANIQUE DU POINT 



162. Equilibre d'un point matériel libre. — Un point 
matériel libre, abandonné sans vitesse dans une 
position pour laquelle la résultan^te F des forces qui 
agissent sur lui est constamment nulle, reste immobile. 
Cette condition est nécessaire d'après les équations 
du mouvement ; le théorème de Ccmchy, invoqué au 
§ 70, montre qu'elle suffit généralement. 

Si la force F admet la fonction des forces U (ic, y, z), 

^ ^. ^.x iv î^u ^ su ^ su ^ 

les équations d équilibre -;^- = 0, -^r— = 0, ir- = 0, 

vx cy cz 

sont celles qu'on est amené à écrire quand on cherche 

les points de l'espace où U est ifiMiximum ou minimum. 

Ex. 169. Un point matériel, de masse m, est soumis à son 
poids ; il est en outre attiré par des masses m,, m^, ..., m„ 
placées en des points fixes Ap A,, ..., A»» proportionnelle- 
ment aux distances et aux masses. Montrer que la résultante 
de ces attractions est la môme que si les masses Tn,, m^, ..., 
m», étaient concentrées en leur centre de gravité. En déduire 
la position d'équilibre. Vérifier que la fonction des forces 
y est maximum. Même problème, certaines attractions étant 
remplacées par des répulsions. Condition pour que tout point 
de l'espace soit position d'équilibre. 

163. Mouvement rectillgne d'un point matériel. — 

Si un point matériel P est lancé en un point Po d'une" 
droite fixe Ox, avec une vitesse dirigée suivant Ox, et 
si, de plus, on sait d'avance que le point P, en quelque 
position qu'il se trouve sur Ox, sera soumis à une force 
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dirigée suivant Ox, le mouvement s'effectuera sur Ox, 
quelle que soit la loi de la force dans le reste de l'espace. 
C'est une conséquence immédiate du § 70. 
Le mouvement est défini par l'équation 

(1) m^:=x. 

Je vais examiner deux cas importants, pour lesquels 
la force X est donnée en fonction, soit de la position (x) 
du point, soit de sa vitesse (v). 

164. 1° X = t(x). — L'équation (1), multipliée par 
dx, devient intégrable membre à membre ; on reconnaît 
d'ailleurs l'équation de la force vive 

(2) mvdv = f{x)dx, d'où mv* = 2U(a;) + fe, (3) 

U(a;) désignant une primitive de f{x), et par suite une 
fonction des forces. ^, constante des forces vives, se 
déterminera en exprimant que les conditions initiales 
oJo, ^0 (^ig- 64) vérifient l'équation. L'équation (3) per- 

Po V, p X f; 

, — • > • > ♦--- — > 

Fig. 64. 

met le calcul de v en fonction de x. Si le mobile passe 
deux fois au même point, c'est avec la même vitesse, au 
sens près. 

On obtient la relation entre x e>t t par une nouvelle 
intégration ; la séparation de ces variables xeti dans 
l'équation (3) donne 

dx sjm 
(4 , ^ = dt, 

±\/2JJ{x)-\-h 
• Le signe devant le radical est celui de la vitesse 

V = — ; au début du mouvement, c'est donc le signe 



MÉCANIQUE DU POINT : EXERCICES 157 

de Vot car rexistence d'une accélération exige la conti- 
nuité de la vitesse, qui, par suite, ne peut changer de 
signe qu'en s' annulant. Si, par exemple, Vq est positif, 
l'abscisse du mobile croît, tant qu'elle n'atteint pas 
une racine Xi de l'expression 2U(a?) -f fe ; toute valeur x, 
comprise entre Xq et Xi, est en effet atteinte au bout 
du temps fini 

dx \/m 




V/2U (x) + h 



Si Xi est racipe multiple de 2'U{x) + h, l'étude faite 
en analyse des intégrales portant^ sur une fonction 
infinie dans l'intervalle d'intégration, montre que 
l'intégrale est infinie : le mobile se rapproche indéfini- 
ment du point Pj d'abscisse Xi, sans jamais l'atteindre ; 
sa vitesse tend vers zéro. 

Si Xi est racine sim/ple, l'intégrale est finie, et le 
mobile se trouve au point Pi au bout d'un temps fini, 
avec une vitesse nulle. Le mouvement postérieur à 
cet instajit est le mouvement rerwené du précédent 
(§ 159). Le mobile rebrousse chemin, et cela tant que a?, 
en décroissant, ne rencontre pas une nouvelle racine 
x^ de l'expression 2TJ{x)-\-h. Dans cette seconde phase 
du mouvement, il y a lieu évidemment de prendre le 
signe — devant le radical de l'équation (4). 

Si la position initiale Po se trouve entre les positions 
Pi, P^ correspondant à deux racines consécutives 
simples aji, x^ de l'expression 2U(aj)-{-^, il est intéressant 
de noter que le mouvement du mobile est une oscilla- 
tion périodique entre les deux points P et Pg. La durée 
de la demi-oscillation est 

a l dx v/m 



2 / \/2U(a?) + fe 



/ 
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Le diagramme du mouvement a l'aspect ci-oontre 



Trajectoire 



P, 






CCr 



Diagramme 




(fig. 65). Dans tous les autres cas, le mouvement 
n*est pas périodique. 



Ex, no. Montrer qu'un point matériel, lancé verticalement 

de bas en haut, avec une vitesse Vo» s'élève à la hauteur ^^ 

si la résistance de l'air est négligeable. En déduire la hauteur 
à laquelle s'élèverait, sans la résistance de l'air, une balle de 
fusil de guerre, dont la vitesse initiale est 700 "•« (en fait, 
la résistance de l'air diminue considérablement la hauteur 
trouvée). 

Ex, 171, {Chronoffraphe Le Boulengé), Une longue règle 
cylindrique verticale AJB est maintenue en équiUbre par un 
électro-aimant ; une autre règle verticale CD est maintenue 
dans une position voisine par un second électro-aimant. 
Lorsqu'on coupe le courant du second électro, la règle CD 
tombe et vient frapper une détente fixe, qui marque un trait 
sur la surface latérale de A6. Cela posé : 1^ manœuvrant la 
détente à la main, on marque un trait a sur la surface de AB 
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zDaînienue en place par Télectro ; 2® coupant simultanément 
les courants des deux électros, les deux règles AB et CD 
tombent, et la détente marque sur AB un trait ^, évidemment 
au-dessus de a ; 3<^ Les deux règles étant de nouveau mainte- 
nues par les deux électros, on coupe le courant du premier, 
puis une fraction t de seconde plus tard, on coupe le courant 
du deuxième ; la détente actionnée par la chute de OD marque 
un trait y au-dessus de p. Montrer, que la fraction t se déduit 

de la mesure de ap et «y par la formule < = y - (ay — V^afi)- 

Ex, 172, Mouvement rectiligne d*un point P attiré ou 
re^poussé en ^dson inverse du carré de la distance, par un 
point fixe O de sa trajectoire. On remarquera que le point P 
ne peut passer au point O sans venir heurter la masse attirante, 
ce qui donne lieu à un problème de choc pour lequel les données 
sont insuffisantes. Le mouvement n'est donc à étudier que 
d'un côté seulement du point O. , 

165. Attraction proportionnelle à la distance. Mou- 
vement sinusoïdal. — Le mouvement sur Ox d'un 
point M attiré par l'origine proportionnellement à 
la distance (X = t— mK*x) a pour équation 

dont la solution générale est 

X = A coB (Kt + cp), 

A et 9 étant deux constantes arbitraires. Si Xq et l'o 
caractérisent les conditions initiales pour t = 0, la 
solution devient 



Vo 



i 



X = Xq cos Kt -\- -p sin Kt ; 

K 



^0 



A cos G = Xo ; A sin z> = — — 
Ijélongation x oscille 'périodiquement entre 

+ A = Wa?o«+^ et —A. 



160 



STATIQUE ET DYNAMIQUE 



*.J17 



A est VamplUude. Les oscillations, ayant une période 

o 

T = -- indépendante dé l'amplitude A, sont iso- 

chrones. Le nombre n =^ -= d'oscillations par seconde 

est la fréquence. Le diagramme du mouvement est une 
sinusoïde. 

Une représentation géométrique commode (fig. 66) 

s'obtient en remar- 
quant que le point \i. 
de coordonnées polai- 
res A, K* + 9, se pro- 
jette sur l'axe polaire 
Ox au point M, position 
à l'instant t du mobile 
dont on étudie le mou- 
vement sur Ox. Ce 
point |x décrit un cercle 
de rayon A avec la 
vitesse angulaire con- 
stante K ('pulsation). 
L'angle Kt + cp qui définit sa position sur ce cercle 
est la phase du mouvement à l'instant t ; 9 est la phase 
initiale. 

Deux oscillations de même période autour d'un 
même centre sont représentées par deux points 
[JL \x! formant avec une figure invariable. Ces oscilla- 
tions sont en phase, en opposition ou en quadrature 

suivant que la différence de phase est zéro, tu ou ^• 

La vitesse du mouvement est, en fonction de t, 
V = — AK siû (Kt + cp) ; les oscillations de a; et de i; 
sont en quadrature. En fonction de x, on obtient, par 
élimination de t, v^ = K^(A2 — x^). Cette équation 
s'obtient aussi directement par le théorème de la force 




Fig. 66. 



^~- 
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vive, en exprimant que l'énergie cinétique et 

2 

le potentiel — - — ont une somme constante 

Ce mouvement s'appelle sinusoïdal, harmonique ou 
'pendulaire (voir vol. II, ex. 229 à 241). 

166. 2° X = f (v). — L'équation du mouvement 

m -r- = f{v) peut s'écrire 
dt 

dv 

(1) *^n^) = ^' 

multipliée par v, elle s'écrit 

vdv 

(2) '^m = ^''- 

Ces deux équations, qui s'intègrent directement, 
permettent de calculer, la première, la valeur de la 
vitesse à chaque instant, la deuxième, la valeur de la 
vitesse en chaque point de la trajectoire. Rapprochées, 
elles donnent je et * en fonction du paramètre v, d'où 
la construction du diagramme du mouvement. 

La solution de ce problème permet d'étudier, en 
première approximation, le mouvement rectiligne 
d'un corps dans un fluide. 

Le système de forces appelé résistance opposée par 
un fluide au mouvement d'un corps (^) a été défini ( § 97). 



(1) En tout;^ rigueur, l'étude théorique de cette résistance 
est particulièrement difTicile, surtout à cause de l'état tour- 
billonnant du fluide et des frottements intérieurs ; elle exige 
l'étude complète des mouvements du corps et du fluide. 
Les circonstances de ces mouvements, telles que, par exemple, 
le voisinage plus ou moins immédiat d'obstacles fixes, influent 
sur la valeur de cette résistance : pour un navire, la résis- 
tance par petits fonds est plus grande que par grands fonds. 
A cause de ces difficultés, la détermination, en vue des appli- 

Beghin. — Statique et dynamique. — I. 11 
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On admet, à titre d'approximation, que ce système 
de forces ne dépend que de la forme du corps et de 
rétat de ses vitesses. 

Pour un^ sphère, d'une manière plus générale pour 
un corps de révolution (par exemple un obus) se dépla- 
çant dans Tair suivant son axe de figure, il est intuitif 
que les pressions sont distribuées symétriquement 
tout autour de cet axe de figure, et ont par suite une 
résultante R dirigée suivant cet axe. 

Le mouvement du centre de gravité d'un corps de 
ce genre s'obtient en imaginant un point matériel 
soumis, de la part du milieu dans lequel il se meut, 
à une force R dirigée en sens contraire de la vitesse, 
et fonction de cette vitesse. 

La solution de ce problème s'applique plus ou moins 
à des corps de forme dissymétrique : elle s'applique 
à peu près à une pierre dont les trois dimensions seraient 
de même ordre, elle ne s'appliquerait nullement aux 
ailes d'un aéroplane, par exemple. 

Ex, 173» Un navire subissant de la part de l'eau une résis- 
tance dont la projection sur la route suivie est Kv', stoppe 
ses machines, sa vitesse étant Vq ; montrer que sa vitesse à 

l'instant t est donnée par Kt == M l ); sa vitesse après 

\v Vol 
•2Kx 

un parcours x est donnée par v* = Vo* e ^I . 

Tracer le diagramme du mouvement. Le navire déplaçant 
12000 tonnes, la résistance Kv^ étant dans le système indus- 
triel 1030 v*, au bout de combien de temps et sur quel par- 
cours, la vitesse passera- t-elle de 15 nœuds à 10 nœuds 
duis à 1 nœud (1 nœud == 1852 mètres par heure)? 

Ex. 174. Étudier le mouvement d'un point matériel pesant 
lancé verticalement vers le haut avec la vitesse Vo, la résis- 



cations, de la résistance subie par un corps dans un fluide, 
doit être considérée comme relevant presque exclusivement 

de l'expérience. 
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trer que celui-ci s'élève à la hauteur ~ log^ (•! + ^ ) » dans 



tance de Tair étant Kv^. V désignant la vitesse pour laquelle 
la résistance de Tair serait égale au poids du mobile, mon^ 

2g 
le temps — arc tg =^» puis redescend passant au point de 

départ avec la vitesse Vj définie par — j == — a + va ' ^® 

temps de la descente, supérieur à celm de la montée, est 

V /v + v« \ 

;r- loge I çç * • S'il ne rencontre pas d'obstacle, sa vitesse 

^9 \V — vj 

augmente et tend vers V. 

Ex. 17 S, Une sphère de plomb (densité 11,3) et une sphère 
de liège (densité 0,24), ayant toutes deux 4<"° de diamètre, 
sont abandonnées sans vitesse initiale; quels sont les ch^xdns 
parcourus par ces deux sphères pendant une seconde de 
chute? Quels sont ceux qu'elles auraient parcourus dans le 
vide? Quelles sont leurs vitesses-limites ? Montrer qu'une 
sphère lourde tombe plus vite qu*une sphère légère de même 
diamètre, La vitesse limite est proportionnelle à la racine 
carrée de la densité. 

La résistance de l'air sur une sphère de diamètre d sera 
supposée représentée par la formule R = 0,036 d^ t?* (système 
industriel). 

Ex. 176, Deux gouttes d'eau ayant respectivement 0"'*,25 et 
4mm ^Q diamètre tombent verticalement dans l'air. Trouver 
leurs vitesses-limites ; celle de la grosse goutte vaut 4 fois 
celle de l'autre. 

Ex. 177. Trois sphères Sp S^, S3, de même densité et de 
rayons différents, sont réunies par deux fils flexibles inex' 
tensibles, assez longs. On les abandonne sans vitesses, leu)^ 
centres et les fils étant sur une même verticale ; la résistance 
de l'air ayant la valeur indiquée à l'ex. 176 ; calculer la 
tension de chaque fil à l'instant t ; dans quel ordre doivent 
être disposées les sphères, pour que les fils restent tendus ? 

Eai. 178. Un ballon de 8°* de diamètre est abandonné sans 
vitesse dans un air calme. La poussée d'Archimède diminuée 
du poids du ballon {rupture d'équilibre ou vulgairement 
force ascensionnelle) étant supposée de 20''?, trouver la 
vitesse limite du ballon ; au bout de combien de temps la 
vitesse atteint-elle les fractions 0,9, 0,99, 0,999, etc. de cette 
vitesse-limite? Montrer que ces temps sont à peu près en 
progression arithmétique. 
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La résistance de Tair sur un ballon sera supposée représentée 
sonsiblement dans les conditions du problème par la formule 
R = 0,025 rf* i;* (système industriel). 

Ex. 1 79, 'Un parachute portant un passager pèse, y compris 
le passager, lOOK Abandonné sans vitesse, il tombe verti- 
calement sur une hauteur de éO"", puis il se déploie éprouvant 
à. partir de cet instant une résistance mesurée, dans le sys- 
tème i]^dustriel, par 0,1 S v^, S désignant la surface portante 
du parachute. 

Trouver quelle doit être cette surface, pour que la vitesse- 
limite soit celle d'un homme tombant de l^jôO de haut. Au 
bout de combien de temps et sur quel parcours cette vitesse 
est-elle réalisée, à 0,1 près de sa valeur? 

167. Attraction proportionnelle à la distance et 
résistance proportionnelle à la vitesse. Mouvement 
sinusoïdal amorti. Mouvement apériodique. — Le 

mouvement sur Ox d'un point M, attiré par l'origine O 
proportionnellement à la distance, et éprouvant une 
résistance proportionnelle à la vitesse 

dx 
X = — mK«a;— 2Xm— , (X>0, K>0) 

ai 

a pour équation 

d'^x ^. dx 

c'est une équation linéaire du second ordre à coeffi- 
cients constants, dont l'intégrale générale est 

Cl et Co étant des constantes arbitraires, ri et rg les racines 
(imaginaires ou négatives) de l'équation caractéris- 
tique 

r2 -}- 2\r -1- K^ = 0. 

168. 1» A < K. Mouvement sinusoïdal amorti.. Si la 
résistance est relativement faible (X < K), les racines 
rj, r-i sont imaginaires do la forme — X zh ai, avec 
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a» = K* — X*. Substituant dans l'intégrale générale, 

exprimant e en fonction de cos a< et sin o.t, et 

introduisant d'autres constantes A et <&, la solution 

générale devient 

— u 
X = Ae cos {(xt + cp). 

Si l'on exprime que pour t = 0, on a, x = Xq^ -ifb= ^o 

oUe devient 

X = e— '•' (iCo cos 7* -| sin oi). 

<x 

Le diagramme est une courbe sinueuse (fie:. 67), tou- 




Fig. 67. 



chant alternativement et périodiquement les deux cour- 
bes a? = ±: Ac ~ ' . Le calcid de la vitesse v = -- montre 

dt 

que les maxima et minima d'élongation se succèdent 
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à intervalles rigoureusement éga/ux ( tg (a< + cp) = ~- ) • 

La durée T = — de 1* oscillation complète est indé- 

a 

pendante des conditions initiales : la présence de la 
résistance n'altère donc pas Viaochronisme des oscilla- 
tions (§ 165). Les amplitudes des oscillations succes- 
sives décroissent en progression géométrique, la raison 

-s '■»< 

de la progression est e .X est le facteur d'amortisse- 
ment = XT, décrément logarithmique, représente la dif- 
férence constante des logarithmes népériens de deux 
amplitudes successives de même sens a et o — Ao. Si 
r amortissement est faible, c'est aussi, à peu près, la 

Aa 
diminution relative d'amplitude — au cours d'une 

a 

oscillation, d'après l'égalité approchée 

<2(log«a) Aa 



loge a — loge (a — ^a) = Ao 



da 



a 



La présence de la résistance augmente la durée de 



2.T 
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l'oscillation de -7- à — Mais cette augmentation 

K a 

est très faible^ à moins que 

l'amortissement ne soit 

considérable. Si par exem- 

V.T 

pie le rapport e de deux 
amplitudes successives est 
2, ce qui constitue prati- 
quement un amortissement 
considérable, la durée de 
l'oscillation n'est augmen- 
Fig. 68. tée que de 0,006 de sa 

valeur. 
Une représentation géométrique commode (fig. 68) 




.V 
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s'obtient en remarquant que le point a, de coordonnées 

polaires Ae , a< + cp, se projette sur Taxe polaire Ox 
au point M, position à l'instant t du mobile dont on 
étudie le mouvement sur Oo;. Ce point ji. décrit une 
aptrale logarithmique, sur laquelle il est facile de retrou - 
ver les propriétés indiquées ci- dessus. 

169. 20 X > K. Mouvement apériodique. — Si la 
résistance est relativement grande (X > K), les racines 
ri et ra sont négatives, r^ = — p^, rg = — pj* La solution 

générale de l'équation est C^e -|- Cge . Le 
mobUe tend vers sa position d'équUibre a? = 0, sans 
osciller. 8a vitesse change , de sens une fois au plus, pour 
la racine, lorsqu'elle existe, de l'équation 



e 



(?4 — ?l)« 



Cxpi 



170. Mouvement d'un point pesant dans le vide. — 

Un point matériel P de masse m (fig. 69) étant lancé en 
un point 0, avec une 

P 



vitesse « faisant l'an- 




gle Xq avec l'horizon 
(xq positif si la vitesse 
Vq est ascendante, né- 
gatif si la vitesse v,, 
est descendante), son 
mouvement s'effectue 
dans le plan vertical 
contenant Vq {plan de 
tir) ; les axes de ré- 
férence étant Ox, projection horizontale de Vq, Oy ver- 
ticale ascendante, les équations sont 



Fig. 69. 



d^x ^ 



m 



dt^ 



= - mg. 
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Après intégration, on obtient 

x = VoOOBCLff ; y = — - ^" + «oSin lo*- 

La trajectoire est une parabole d'axe vertical, décrite 
de manière que la projection horizontale du mobile 
ait un mouvement uniforme. 

Si la vitesse Vq ©s*' ascendante, le mobile rencontre 
le plan horizontal du point de départ à une distance 
{portée) 

X = -^sin 2ao , 
9 



après un temps 

T = 



2vo sin ao 



Vq étant donné, la portée est maximum pour a, = 45°. 
Le projectile s'élève à une hauteur 

_ Vo* sin* «0 
n = y 

^9 

correspondant au sommet de la parabole. La portée X 
et la hauteur h sont proportionnelles à v©", la durée 
T du trajet est proportionnelle à Vq : ^^^ projectile 
lancé sous un angle de 45° avec une vitesse initiale 
de 10 00™- 8, tomberait à 102^°^ après 144", et passerait 
à 25J^°i de hauteur, si la résistance de l'air pouvait être 
négligée. Lancé sous le même angle avec une vitesse de 
500™-", il tomberait à 26^™ après 72" et passerait à 
6^™ de hauteur. 

La vitesse en chaque point s'obtient par l'équation 
de la force vive v^ — Vq* = — 2gy, qui montre que 
cette vitesse ne dépend que de la cote y ; en particu- 
lier, elle est la même au point de chute qu'au départ. 
On véiifie que la vitesse en chaque point est égale à celle 
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qui résulterait d'une chute libre depuis la directrice de 
la parabole trajectoire. . 

Le mouvement est réversible ; il est, au sens près, 
symétrique par rapport au plan normal au sommet 
(§ 161). 

Le théorème du mouvement du centre de gravité 
( § 72) permet d'appliquer tous ces résultats au mouve- 
ment du centre de gravité d'un projectile de dimensions 
quelconques, si grandes soient-elles, pourvu que la 
résistance de l'air puisse être négligée. 

Ex, 180, Que deviennent les propriétés précédentes, 
lorsqu'on considère le point de chute sur un terrain plan, incliné 
passant par le point de départ O (portée, durée, hauteur 
maximum au-dessu9 du plan, vitesse au point de chute)? 

Ex. 181. «La vitesse Wq étant donnée, un objet ne peut être 
atteint par le projectile que i'il est intérieur à un certain 
paraboloïde de révolution {paraboloïde de sécurité), 

Ex. 182. Un fort se trouve sur un terrain plan incliné ; 
montrer que, si la résistance de l'air pouvait être négligée, 
la zone , qu'il commande serait, en projection horizontale, 
intérieure à un cercle. 



171. Mouvement d'un point pesant dans l'air. 



Soit à étudier le mouvement d'un point matériel P de 
masse m soumis à son poids mg et à une force mf{v) 
dirigée en sens contraire de sa vitesse v, force due 
aux pressons de Pair sur la surface du corps (§ 1(:*6). 
La trajectoire est dans le plan vertical a? Oy de la vitesse 
initiale. Conservant les notations et conventions du 
§ 170, j'écris les équations du mouvement, en proje- 
tant sur Ox et sur la normale en P à la trajectoire ; 
j'obtiens 

.,. d{v cos a) ,, . v^ 

(1) ■ ,^ = — /(t;)cosa ; — = ^ cos a, (2) 
at p 

p désignant le rayon de courbure. 
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Le lecteur mettra Téquation (2) bous la forme 
(3) — v— = grcosa, 

et déduira de (1) et (3) l'équation , 

d(v 008 a) j(v) 



(4) 



vd% g 



qui détermine Vkodographe du mouvement, puisque 
V et a sont les coordonnées polaires du point qui, par 
définition, décrit cette courbe, v étant supposé déter- 
miné en fonction de «, le lecteur établira les équations 

vdy. V* 

(5) dt = ; dx = da; (6) 

g oos a g 

(7) dy = tgada, 

9 

qui permettent de déterminer x, y, t en fonction de a 
par de simples quadratures. 

La difficulté; du problème est donc tout entière dans 
la résolution de Téquation (4) de Thodographe. Or 
cette équation ne se ramène à des quadratures que 
pour des formes très particulières de la fonction f{v). 
En balistique, on détermine expérimentalement la 
fonction f{v) pour les divers types de projectiles, et 
Ton emploie, pour déterminer la trajectoire d*un 
projectile donné, lancé à une vitesse Vq sous un angle 
«0, des méthodes de calcul basées soit sur des développe- 
ments en série (lorsque 7.0 est petit), soit sur la décom- 
position de la trajectoire en tronçons, sur chacun des- 
quels la fonction f{v) est' remplacée par une expression 
approchée rendant intégra le l'équation (4). Ces calculs 
faits, on inscrit dans des tables de tir, pour chaque 
type de projectile et pour chaque système do valeurs 
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de Vq et tto, la portée, la durée du trajet, 
les coordonnées du sommet de la tra- 
jectoire, la vitesse restante au point de 
chute, r angle de chute, etc. La figure 70 
montre l'aspect de la trajectoire de deux 
obus de même forme, l'un de 34*^"^ l'autre 
de 14^"™ de diamètre, lancés h une même 
vitesse de 800'"'^ ; le lecteur y verra 
l'influence considérable de la résistance 
de Tair qui réduit ainsi la portée de 
23'''" à la"^™ pour le premier, et à S'^'" 
pour le deuxième. On voit que, toutes 
choses égales, la résistance de l'air a 
plus d'effet sur les petits projectiles que 
sur les gros (comparer ex. 175, 176). 



co - 







K> 



Ex, 183, Étudier le mouvement d'un pro- 
jectile dan3 rair^ la résistance étant supposée 
proportionnelle à la vUeaae, Trouver à chaque 
instant, la position et la vitesse du projec- 
tile ; trouver le sommet de la trajectoire. 
Montrer l'existence d'une asymptote verti- 
cale. Montrer que la vitesse restante au 
point de chute est inférieure à la vitesse ini- 
tiale (le théorème de la force vive donne 
immédiatement cette propriété.) Montrer 
analytiquement et géométriquement que 
l'hodographe est une ligne droite, En dé- 
duire que, la vitesse Vq étant ascendante, la 
vitesse v diminue, passe par un minimum sur 
la branche descendante, et tend vers la va- 
lexir limite pour laquelle le poids du projec- 
tile est égal à la résistance de l'air. 

Ex, 184. Un projectile est lancé avec une 
vitesse v faisant l'angle a avec l'horizon; 
trouver l'influence d'un vent de vitesse u 
faisant l'angle ô avec le plan de tir. Montrer 
comment des tables de tir, donnant, pour 
chaque système de conditions initiales, la 
portée et la durée du trajet, peuvent permettre de détermi 



in 



o 
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ner la portée X et la distance Z du point de chute au plan 
de tir.v' et a! désignant les conditions initiales du projectile 
par rapport à des axes entraînés par l'air, X' et T' la portée 
et la durée correspondantes lues dans les tables, on établira 
les formules : 



., V cos a — u cos 



v' cos a' 



4- M T' cos 6 



Z 



u sm 



\v COS a / 



Ex. 185, La résistance de l'air étant supposée de la forme 
A/(v), A désignant un coefficient dépendant des dimensions 
du projectile, on se propose de classer les trajectoires des 
divers projectiles en catégories, les trajectoires d'une même 
catégorie étant les transformées, par similitude, d'une même 
courbe, décrites avec des vitesses proportionnelles ; montrer 
que ce n'est possible que si /(v) est de la forme a v . Les accé- 
lérations en deux points homologues de ces trajectoires sont 

identiques, le rapport des vitesses 
,y/ est la racine carrée du rapport 

de similitude géométrique. 

172. Mouvement d'un point 
matériel attiré par un centre 
fixe proportionnellement à la 
distance. — Il résulte du 
§ 163 ou du § 160, que la 
trajectoire est plane. Rap- 
porté à Ox (fig. 71), joignant 
le centre d'attraction O à la 
position initiale A (OA = r©), 

et à Oy parallèle à la vitesse initiale Vq (axes obliques), 

le mouvement a pour équations 

dt^ ^ ' dt^~ ^^ ' 

L'intégrale générale de chacune de ces équations est 
de la forme M cos K< + N sin K^, soit, en tenant compte 
des conditions initiales (ro, Vq), 




Fig. 71. 



a? = ro cos Kt 



y = —&in Kt. 
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Le mobile décrit une ellipse ayant Ox et Oy pour 
diamètres conjugués ; son équation est 

Elle est décrite dans le temps -J:» indépendant des 

conditions initiales. 

Si le mobile est lancé normalement à OA avec la 
vitesse Vq = Ktq, il décrit un cercle uniformément. 

Ex. 186. Retrouver les théorèmes d'Apollonius pour une 
ellipse en appliquant le théorème des aires et le théorème do 
la force vive au mouvement précédent. 

Ex. 187. Appliquer le procédé de calcul précédent à Tétude 
du mouvement d*un point repoussé par un centre fixe propor- 
tionnellement à la distance. La trajectoire est une hyperbole. 

Ex. 188. Montrer que le mouvement du point matériel 
défini à Tex. 169 est celui d'un point matériel attiré ou 
repoussé par un centre fixe proportionnellement à la dis- 
lance (§ 172, ou ex. 187). 

173. Mouvement d*un point matériel soumis à une 
force centrale fonction de la distance. — Il résulte 
du § 153 ou du § 160 que la trajectoire est plane ; 
le centre d'attraction étant pris comme pôle, un 
axe polaire quelconque Oa; étant choisi dans le plan 
de la trajectoire, V équation des aires que j'ai montré 
s'appliquer ici et Véquation de la force vive four- 
nissent deux intégrales premières qui déterminent en 
fonction de t les coordonnées polaires r, du. mobile P : 



r*dO = Cdt : m 



'[dr\^ /d()\^ 



F(r) représentant la mesure do la force avec le sens 
positif OP, U(r) = ÇV{r)dr représentant la fonction 
des forces. 
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L'élimination de dO entre ces deux équations fournit 

(dr\ ■ 
une équation de la forme I — j = cp (r), qui permettra 

le calcul de r en fonction de t ; discutée suivant la 
méthode indiquée au § 164, elle permettra de se ren- 
dre compte de l'aspect du mouvement. 

L'élimination de dt fournit une équation en r et 6, 
équation différentielle de la trajectoire ; elle est de 

(dr\^ 
— j = W(r) ; le lecteur la mettra, par déri- 
vation, sous la forme 



dH F / 1 



-^-u^- 



u ^ 



rf6" ' mC^u^ \ r 

Cette formule est appelée formule de Binet 

Ex. 189, Une planète P, de masse m, est attirée par le 
soleil S, de masse M, supposé fixe par rapport aux axes ab- 
solus, conformément à la loi de Newton ( F = — / — — \ ; 

vérifier les lois expérimentales de Kepler, savoir : 1^ La pla- 
nète décrit autour du soleil une courbé plane suivant la loi 
des aires ; 2° cette courbe est une conique ayant le soleil 
pour foyer ; 3o pour les différentes planètes, les catrés des 
temps T des révolutions sont proportionnels aux cubes des 

demi-grands axes a des orbites ( / M = ^ ) • La formule 



de Binet donnera l'équation de la trajectoire sous la forme 

/M 
u = — r- + A cos (8 — a), A et a étant des constantes d*in- 
G 

tégration ; c'est une conique de foyer S. La durée T de la 
révolution s'obtiendra en fonction des données par applica- 
tion de la loi des aires: l'aire entière de l'ellipse trajectoire 
est décrite dans le temps T. 

Ex. 190. Dans l'exercice précédent, montrer que la trajec- 
toire est une ellipse, une parabole, ou une hyperbole, suivant 
que la vitesse initiale est inférieure, égale ou supérieure à 

'2fM. 

^0 ' 



V^ 
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Ex, 191, Une planHê P et le soleil S étant supposés isolés 
dans l'espaoe et soumis uniquement à leur attraction mutuelle, 
montrer que, par rapport à des axes de direction fixe, S» 
S|/, Sz issus de S, le mouvement de P est le même que si S 
était fixé, la masse attirante en S étant la somme (M -|- m) 
des masses de P et de S. Montrer que la troisième loi de Kepler 

est à modifier conformément à la formule /(M + m) = ^- - « 

Ces propositions s'établiront en remarquant que le centre 
d'inertie du système PS a un mouvement rectiligne uniforme, 
et appliquant là. loi de la mécanique relative ( § 82) au mouve- 
ment de F par rapport aux axes Sx, ^y, Ss. 

Ex, 192, Montrer que la propriété, objet de l'ex, 191, s'ap- 
plique au système formé par la terre et la lune, à condition 
de négliger la différence entre l'attraction des astres sur 
l'unité de masse de la terre et l'attraction suri 'unité de masse 
de la lune (§ 87). 

Ex. 193, Le soleil est 389 fois plus loin de la terre que la 
lune, la révolution de la terre autour du soleil dure 365,25 jours 
celle de la lune autour de la terre dure 27,3' jours ; déduire» 
des deux exercices précédents que la masse du soleil est 
330 000 fois celle de la terre. 

EûH, 194, Le triangle formé par le soleil, Jupiter et la petite 
planète T. G. reste co instamment équilatéral à peu près. 
Montrer que trois astres supposés isolés daxis l'espace peuvent, 
en effet, figurer constamment un triangle équilatéral ; leurs 
orbites, par rapport aux axes absolus issus du centre d'inertie 
du système qu'ils forment, sont alors nécessairement des 
coniques semblables, ayant ce centre d'inertie pour foyer, 
et situées dans un même plan. 

Ex, 19 ô. Montrer que* si on donnait à un projectile lancé 
horizontalement à la surface de la terre une vitesse de 
7900. "'S il décrirait (la résistance de l'air étant négligée) un 
cercle autour de la terre en l'",24"'. 

174. Mouvement d'un point sans frottement siu* une 
courbe fixe. — La position du point mobile M sur la 
courbe donnée C dépend d'un seul paramètre a, son 
abscisse curviligne par exemple, ou toute autre variable. 
Le point est soumis à une force F, résultante des forces 
données, et à la réaction 4) de la courbe (§ 158). On 
définira la force F par ses projections X, Y, Z, sur i'^ 
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axes de référence, ou par ses projections P, Q, R, sur 
la tangente, la normale principale et la binormale. 
La réaction <l> sera définie de même par ses projections 
Xi, Yi, Zi ou 0, Qi, Ri, introduisant ainsi deux incon- 
nues auxiliaires Q^, R^ dans le problème. 

Si a; = A (a), y = \l {%), z = \ (ol) sont les équations 
de la courbe C, on déterminera a en fonction du temps, 



on projetant sur la tangente les vecteurs mJ et F -f 4>, 
ce qui élimine 4> ( § 148) : 

dv 
m -— = P . 
dt 

On pourra remplacer cette équation par celle de la 
force vive 



(mv^\ 



d{-—] = Vds = Xdx + Ydy + Zdz, 



qui lui est d'ailleurs équivalente, mais qui a T avantage, 
si la force F ne dépend que de la position du point, 
d'être sous forme immédiatement intégrable 



mv 



2 = m h'^ + tx'^ -K v'^1 (j^j' = 2U (a) + /i ; 



//, a', v' sont les dérivées de X(a), {i(a), v(a); U(a) 
est l'intégrale j P(7)d«, qui joue ici le rôle d'une fonc- 
tion dos forces (§ 126). 

Le mouvement étant déterminé par l'u^e de ces 
deux équations, la réaction de la courbe se déterminera 
on utilisant deux des équations laissées de côté, par 
exemple colles qui s'obtiennent par projection sur 
la normale principale et la binormale 



mv* 



- = Q -I Qi ; = R -f Ri . 
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Ces formules montrent que la pression du mobile 
sur la courbe (force 0, Qi, Ki, changée de sens) s'obtient 
en composant la composante normale (0, Q, R) de la 
force donnée F, appelée souvent pression statique, 

avec la farce centrifuge (0, — m — » 0). 

9 
Dans le cas d'un petit corps M mobile le long de la 

section droite C d'un obstacle cylindrique A, la liaison 
est unilatérale (§ 157). On mettra le problème en équa- 
tions en supposant que 
M décrit la courbe C, et 
on calculera à chaque 
instant la réaction. Tant 
que cette réaction cal- 
culée sera dirigée vers 
l'extérieur du corps A, 
le mouvement de M se 
fera le long de C ; mais, 
dès qu'elle changera de 
sens, M quittera C ; le 
mouvement ne pourrait 

en effet continuer le long de C que si l'on rendait la 
liaison bilatérale, comme il a été dit au § 167. 

175. Mouvement d'un point mobile avec frottement 
sur une courbe fixe. — Si le frottement n'est pas négligé 

(hypothèse T = /N, § 158), on projettera mj et F -f <l> 
sur la tangente et les normales (fig. 72) : 

dv V 

m— ■ =P + £/N ; m- = Q + Ncosô ; 0=R+NsinO 
dt û 

(6 angle entre — ^ 7t et -f- t: de la réaction normale N avec 
la normale principale ; e = dr 1 avec e.v < 0). Ces 
trois équations déterminent a, N et ô en fonction de t. 

176. Equilibre d'un point sur une courbe fixe. — 

Beghin. — Statique et dynamique. — • I. 12 




Fig. 72. 



« / 
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Un point matériel, sur une courbe matérielle fixe 
(§ 158), reste imtnobile, si on l'abandonne sans vi- 
tesse dans une position pour laquelle la résultante F 
des forces données fait avec le plan normal à la courbe 
un angle constamment inférieur ou égal à V angle de 
frottement (T^^/ N). Si le frottement est négligé, la 
force F doit être normale à la courbe. 

Cette condition est nécessaire, car, lorsqu'il y a 
équilibre, la résultante F est opposée à la réaction ^ 
de la courbe. L'application du théorème de Cauchy, 

dv 
invoqué au § 70, à l'équation m —- = P (§ 148) montre 

dt 

que la condition suffit généralement, si le frottement 
est négligé. Si lé contact a lieu ,avec frottement, on éta 
blit simplement que la condition suffit généralement, 
si l'on admet, conformément à certaines expériences 
de (t. Jenkin, la continuité du coefficient de frottement 
en fonction de la vitesse. 

Cette théorie ne s'applique que dans les conditions 
précisées au § 168 ; elle no s'applique pas, par exem- 
ple, à un curseur ajusté à force sur une glissière fixe, 
ou à une bille susceptible de rouler sans glisser. 

177. Il est intéressant de noter, à l'occasion du pro- 
blème actuel, la différence essentielle entre les problèmes 
sans frottement et les problèmes avec frottement : 
Lorsque le frottement est négligé, les positions d'équi- 
libre d'un point matériel sur une courbe, étant déter- 
minées par une équation P = 0, sont généralement 
des points isolés. Si le frottement est pris en considé- 
ration, les positions d'équilibre, étant déterminées par 
une inéquation T ^ / N, forment des arcs continus. 

Les extrémités de ces arcs sont définies par T = / N ; 
ce sont les positions d'équilibre limite oit le petit corps 
est sur le point de glisser. Leur recherche directe simplifie 
l'étude de l'équilibre avec frottement. 
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Ex, 196, Si la force donnée F dérive d'une fonction de forces 
U, les positions d'équilibre {sans frottement) du point sur une 
courbe donnée s'obtiennent en cherchant les points où les 
surfaces de niveau touchent la courbe ; ce sont aussi les points, 
où la fonction U passe par un maximum ou un minimum, 
lorsqu'on décrit la courbe. 

Ex, 197, Montrer qu'un point matériel, mobile sur une courbe 
fixe sans frottement et soumis à une force constamment nor- 
male à la courbe, a un mouvement uniforme. Il en est ainsi, 
par exemple, d'un point matériel mobile sur une courbe 
plane horizontale. 

Ex, 198, Un point matériel, mobile sur une courbe fixe, 
avec frottement, est soumis uniquement à la réaction de la 

oourbe ; montrer que sa vitesse à l'instante vérifie v — Vge" 
(<T arc de l'indicatrice sphérique décrit jusqu'à l'instant i). 
Cette vitesse décroit jusqu'à une limite, qui peut être zéro. 

178. Mouvement, d'un point pesant sans frottement 
sur une courbe fixe. — Un axe des z vertical descendant 
étant choisi, l'équation de la force vive v^ = 2gz + h 
donne le mouvement ; elle s'intègre en remplaçant v 
et z en fonction du paramètre a, qui fixe la position 

du mobile sur la courbe, et de sa dérivée -— • 

ai 

Le mobile reste, pendant tout le mouvement, au- 
dessous du plan horizontal Xliz — — K~] » sa vitesse 

est celle d'un point tombant librement depuis ce 
plan ; elle est proportionnelle à la racine carrée de la 
distance au plan. 

Le plan FI divise la courbe en un certain nombre de 
tronçons. La méthode de discussion développée au 
§ 164 montre que, si la position initiale Pq appartient 
à un tronçon limité à deux points P^, Pg, le mobile 
oscille périodiquement entre P^ et Pg, à moins que la 
courbe ne soit tangente au plan II en l'un de ces 
points ; dans ce cas, le mobile tend indéfiniment vers 
ce point. Si le tronçon contenant Pq est illimité, le 



T— «- 
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mobile s'éloigne indéfiniment sur ce tronçon. Si le 
tronçon est fermé sur lui-même, le mouvement est 
périodique et révolutif . 

Il est intéressant de noter la réversibilité du mouve- 
ment (§ 159). 



Ex. 199, (Montagnes russes) . Un chariot, abandonné sans 
vitesse, se meut sur une piste sinueuse située dans un plan 
vertical. La résistance de Tair étant négligée, les réactions 
de la piste sur les roues étant sensiblement normales, montrer 
que la piste doit être tout entière au-dessous de Thorizontale A 
du point de départ, et que, de plus, en chaque point M des 
arcs convexes vers le haut, le rayon de courbure doit être 
supérieur à deux fois la portion de normale MH, comprise 
entre le pied M et la droite A. Si la piste forme une boucle 
fermée, comme dans le looping the loop, les arcs, le long des- 
quels le chariot est 
sens dessus dessous, 
doivent être convexes 
vers le haut et avoir 
en chaque point un 
rayon de courbure 
inférieur à 2MH. Dé- 
duire de la discussion 
que les courbes, pour 
lesquelles le rayon 
de courbure est 2MH, 
sont les paraboles de 
directrice A. 

179. Pendule cir- 
culaire. — L'étude 
du mouvement 
^ig' 73. sans frottement 

d'un point pesant 
M sur un cercle vertical (fig. 73),, se fait comme il est 
dit au § 174. L'équation de la force vive est 




(1) 



Z* ( _ ) ^ 2gl cos G + Il 
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(2, rayon du cercle, 6 angle du rayon OM avec la verti- 
cale descendante O^f). 

La vitesse s ann le ou non et, par suite, le mouve- 
ment est osoiKaiatre ou r évolutif, suivant que la droite 

A (z = — -— j coupe ou non le cercle. 

La réaction N se calcule par projection sur le rayon 
OM (§ 148) ; l'équation obtenue 

wïl -- J = N — mg cos 6 , 

rapprochée de Téquation (1), montre que la réaction 

change de sens, quand le mobile traverse la droite 

^\ 

homologue de A dans l'homothétie 



3?. 



A' U = — 

"■!)■ : 

Un point matériel, suspendu à un point fixe par 
l'intermédiaire d'un 

fil inextensible de ,,-- --., 

masse négligeable, 

réalise un pendule 

circulaire si' on le 

lance dans un plan 

vertical passant par 

: le fil étant tendu, 

le mouvement a lieu 

suivant un cercle, 

sous l'action du poids, 

et de la tension du fil 

dirigée suivant MO 

(§160). La solution du 

problème du pendule 

circulaire s'applique, avec cette restriction que seules 

les réactions dirigées de M vers sont acceptables. La 




Fig. 74. 
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discussion montre que, si le mouvement calculé est une 

oscillation d'amplitude inférieure à 90°, le fil reste tendu; 

si l'amplitude calculée dépasse 90° (fig. 74), le fil se 

détend quand le point traverse la droite A', et le point 

retombe suivant une parabole, jusqu'au moment oti, 

le fil se tendant brusquement, on est amené à un pro- 

blême de choc; Si le mouvement calculé est révolutif 

(fronde), il faut, pour que le fil reste tendu, que la 

droite A' passe au-dessus du cercle et, par suite, que la 

SI 
distance de à A soit supérieure à — • 

^ 2 

180. Petites oscillations. — Pour l'étude des petites 

oscillations, il est commode de projeter les forces sur 

la tangente en M, ce qui donne 

mî— = — mgr sinO, 

ou sur l'horizontale Ox, ce qui donne 

d*x X 

m —— = — 1 - 
dt^ l 

(T, tension du fil); la première de ces équations, dans 

laquelle on remplace sin 6 par 6, et la deuxième, 

dans laquelle on remplace T par la valeur approchée 

mg, s'écrivent 

d^O g , ^ ^ d^x g ^ . 

Après intégration, elles donnent respectivement 
ô = acos fi/^<]» et a; = acos(i/^* 

(a et a, amplitudes des oscillations de 6 et x). On voit, 
sur l'une ou l'autre de cesjéquations, que la durée d'une 
demi- oscillation est 
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elle est indépendante de l'amplitude. On dit que les 
petites oscillations sont isochrones (§ 165). 

181. Oscillations d'amplitude finie. — La durée de 



31 




la demi- oscillation est donnée par l'intégration de 
l'équation (1) qui s'écrit 

Z ( — I —2g (cos 6 — cos a), 

on obtient ainsi, pour cette demi-période, l'expression 
"" sjidh ^ /l /"- d6 




sj2g (cos 



— cos a) V ? I / . 



« 2 _ sin* 





2 
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Cette intégrale, qui rentre dana la catégorie des 
intégrales elliptiques ^ peut se calculer par développe- 
ment en série : il est plus simple de recourir à une 
table de fonctions elliptiques. Le graphique ci-contre 
(iig. 75) donne les valeurs, en fonction de l'ampli- 
tude a, du coefficient 



/ V / &1U* - sm* 



6 
2 



par lequel il faut multiplier la durée des petites oscilla- 
tions pour avoir la durée des oscillations d'amplitude a. 
Ce coefficient est indépendant de la longueur l du 
pendule, de sorte que la courbe ci contre est valable 
pour tous les pendules. Sa forme fait bien ressortir 
la propriété d'isochronisme des petites oscill^ions 

la formule T = tt i/ - des petites oscillations s'applique, 

à 0,01 près d'erreur relative, jusqu'à a = 23^ environ ; 
à 0,1 près, elle s'applique jusqu'à a = 70° environ. 
Pour a = 160°, la période est doublée ; elle devient 
infinie pour a = 180°. 

Ex. 200, Étudier le pendule circulaire, le plan du cercle 

étant incliné de l'angle 9 sur Thorizon ; montrer que la durée 

_i 
d'une oscillation est augmentée dans le rapport (sin 9) ï. 

Ex, 201, Dans un ascenseur, primitivement au repos, 
se trouve suspendue une petite masse, à Textrémité d'un 
fû ; on la fait osciller. Puis l'ascenseur se miet à descendre, 
acquérant après un parcours de 1^,50 une vitesse de 2"^'^ ; son 
mouvement devient alors uniforme ; il s'arrête finalement sur 
un parcours de l'",50. Quelle a été la période d'osciUation du 
pendule pendant chacune des phases de ce mouvement? 

Ex, 202, Un point matériel pesant, placé sur la génératrice 
supérieure d'un cylindre de révolution horizontal fixe, est 
lancé tangentiellement à la section droite, avec une vitesse 
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très petite, montrer (§ 179) qu'il quitte le cylindre en un 
point, où le plan tangent fait avec l'horizon un angle dont 

2 

le cosinus est ^- La parabole qu'il décrit ensuite est oscula- 

trice au cercle de section du cylindre, sa directrice est tan- 
gente à ce cercle. Avec quelle yitesse aurait-il fallu lancer le 
point pour le faire quitter le cylindre immédiatement? 

Ex. 203. Pendule cycloïdal, — Étudier le mouvement d'un 
point pesant sur une cycloïde dont les équations paramétriques 
sont X = R (6 — sin 6) , » = R (1 — cos 6) , l'axe des z 
étant vertical descendant. Montrer que ce pendule réalise 
Viaoohronisme parfait des oscillations. 

Sx, 204. Un cercle rigide tourne avec une vitesse constante 
donnée w autour de l'un de ses diamètres placé verticalement ; 
étudier le mouvement relatif d'un point matériel mobile 
sans frottement sur ce cercle. Déterminer la réaction à chaque 
instant. On rapportera le mouvement à des axes liés inva> 
riablement au cercle (§ 82). ÉquiUbre relatif avec et sans 
frottement. 

Ex. 205, Même question, le plan du cercle faisant l'angle 
9 avec l'horizon, l'axe de rotation étant la verticale de son 
centre. 

Ex, 206. Une hélice rigide tourne autour de son axe placé 
verticalement ; quelle doit être la loi de cette rotation pour 
qu'un point matériel pesant, mobile le long de l'hélice sans 
frottement, reste en équilibre relatif? 

182. Mouvement d'iin point matériel sans frottement 
sur une surface fixe. — La position du point matériel 
M sur la surface S dépend de deux paramètres. Le 
point est soumis à une force F, résultante des forces 
données, et à la réaction <ï> de la surface S (§ 157) ; 
cette réaction est normale à la surface, s'il n'y a pas 
frottement ; c'est une inconnue auxiliaire. 

Le mouvement sera déterminé par trois équations, 
ou par deux équations ne contenant pas la réaction 
normale : on pourra égaler les projections des vecteurs 

mJ et F + 4> sur certains axes, qui ne seront pas néces- 
sairem'ent axes de référence, la normale à la surface, 
la tangente à la trajectoire, la normale à la trajectoire 
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située dans le plan tangent ; ces deux derniers axes 
de projection auront l'avantage de ne pas introduire 
la réaction O. Le premier permettra le calcul de <l>, 
lorsque le mouvement sera déterminé. Si la position 
du point M sur la surface est définie par des coordonnées 
curvilignes u et v, on pourra projeter sur les tangentes 
en M aux courbes u = const., v = çonst. La difficulté 
de la mise en équations résidera en particulier dans la 
recherche des projections de l'accélération J. Dans 
tous les cas, le théorème de la force vive sera commode 
à utiliser, lorsque la force donnée F admettra, une fonc- 
tion des forces U. 

Si la surface est cylindrique, il sera commode d'éli- 
miner la réaction en projetant les forces sur la direction 
des génératrices. 

Si la surface est de révolution, le théorème du moment 
cinétique par ra/pport à Vaxe Oz de la surface, et le théo- 
rème de la force vive déterminent le mouvement^ puisque 
tous deux éliminent la réaction O. Si r, 6, z sont les 
coordonnées cylindre -polaires du point M à l'instant t, 
si DZ est le moment par rapport à Oz de la force F, U la 
fonction des forces F (dont je suppose l'existence), 
les équations du mouvement sont 

dt \ dt } 

auxquelles il y a lieu de joindre z = cp(r), équation de 
la surface. 

Si le point glisse avec frottement (§ 157), la réaction 
comporte une composante normale Ni et une compo- 
sante tangentielle /Ni en sens contraire de la vitesse. 

183. Equilibre d'un point sur une surface fixe. — 
Un point matériel, sur une surface matérielle fixe. 
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reste immobile, si on T abandonne sans vitesse dans 
une position, pour la'quelle la force donnée F fait 
avec la normale un angle constamment inférieur ou 
égal à Vangle de frottement (T <^ / N). Si le frotte- 
ment est négligé, }a force F doit être normale à la sur- 
fûjce. 

Cette condition est nécessaire et suffisante : le rai- 
sonnement est analogue à celui auquel il est fait allu- 
sion au § 176. 

184. Lorsque le frottement est négligé, les positions 
d'équilibre d'un point sur une surface sont générale- 
ment des "points isolés. Si le frottement est pris en 
considération, les positions d'équilibre forment géné- 
ralement des aires continues. Le long du contour de 
ces aires, sont les positions à^équilihre limite, pour 
lesquelles la force donnée F fait l'angle de frottement 
avec la normale (T = / N). 

Ex» 207,^1 la force donnée F admet une fonction des forces U, 
les positions d'équilibre, sans frottement, du point matériel 
sur une surface fixe, s'obtiennent en cherchant les points, 
où les surfaces de niveau touchent la surface ; les points de 
la surface donnée pour lesquels la fonction U est maximum 
ou minimum, sont des positions d'équilibre. 

Ex, 208, Lia, trajectoire d'un point matériel sur une surface 
fixe, sans autre force que la réaction de la surface, est luie 
ligne géodésigue (on appelle ainsi toute ligne tracée sur la 
surface telle que le plan osculateur en chaque point contienne 
la normale à la surface en ce point. Par deux points de la 
surface passe une ligne géodésique : c'est le plus court chemin 
joignant ces deux points). Si le contact a lieu sans frottement, 
cette ligne est décrite à vitesse constante ; s'il y a frottement, 
la vitesse décroît. Cette proposition résulte immédiatement 
de ce fait que l'accélération d'un mobile est dans le plan 
osculateur de sa trajectoire. 

Ex, 209, Chercher les lignes géodésiques des surfaces de 
révolution suivantes : cylindre, cône, paraboloïde, ellipsoïde, 
hyperboloïde. Aspect de la projection d'une de ces lignes sur 
un plan perpendiculaire à l'axe de révolution (§ 182, ex. 208). 
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Ex. 210, Chercher les lignes géodésiques de VMlic&tde, 
dont l'équation en coordonnées cylindro -polaires est z = KO. 
Aspect de leur projection sur le plan des xy (plan directeur). 

(Étudier le mouvement indiqué à Tex. 2P8, en projetant 
l'accélération sur la tangente à la trajectoire et sur la gêné- 
ratrice rectiligne s = const. passant par le mobile). 

Ex, 211, Mouvement sans frottement d'un point pesant 
sur chacune des surfaces énoncées à l'ex. 209, l'axe de révo- 
lution étant placé verticalement. 

Ex, 212, L'axe d'une surface de révolution fixe étant vertical, 
le frottement étant négligé, montrer qu'un point pesant, 
lancé horizontalement en un point Mq de cette surface, décrira 

un parallèle dans le temps 2n l -^ ~ — - ) * , si sa vitesse ini- 

tiale est {gr^ tg olq) - , «o angle du plan tangent avec l'horizon. 
(Projeter sur la tangente au méridien). 

Ex, 213, Mouvement d'un point pesant glissant avec frotte- 
ment sur un plan incliné, (Employer une méthode analogue 
à celle du § 171). Montre^^ que, si la pente p du plan est infé- 
rieure au coefficient de frottement /, la trajectoire présente 
un point d'arrêt tangentiellement à une ligne de pente. Dans 
le cas contraire, la trajectoire présente une branche infinie, 
ayant une ligne de pente comme asymptote, si p «< 2/. Les 
notations étant celles du § 171, montrer que i; cos a reste 

proportionnel pendant le mouvement à M'S ( 5 + j ) 1 p* 

Ex, 214, Pendule aphérique . Mouvement d'un point pesant 
sans frottement sur une sphère fixe. L'axe des z étant ascen- 
dant, montrer que la cote z du point vérifie 

(dz\^ 

l[J^) = 2(7(2 — «0 («2 — 2^) («5 — «)» . 

"1 ^i. 255 étant des constantes {Z\<^z^<^Zz)» L* trajectoire 
touche alternativement et périodiquement les deux paral- 
lèles de cotes 2, et s.^ (§ 164). 

Montrer, à l'aide du changement de variable 



2=2, cos* 2+^5 sin« g. 



comment le graphique du § 181 (fig. 75) permet de calculer 
la durée de cette oscillation. 

Ex. 215, Un pendule sphérique d'écrit un cercle horizontal 
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de cote z^y (ex. 214) ; une légère perturbatioxi survient, modi- 
fiant insensiblement la direction de la vitesse du mobile, qui 
se met alors à osciller de part et d'autre du cercle de cote Zq, 

Montrer que la durée -de cette oscillation est ni ( -; ]' u 

et que, pendant une oscillation, la coordonnée cylindro- 

polaire 6 du point varie de 2r:l{l* + 32Jf)*)"*- On établira 
cette propriété en remarquant que Zi et z^ sont très voisins 
de Z(y. 

Ex. 216, Un point pesant est mobile sans frottement sur 
un plan qm tourne d'un mouvement uniforme donné autour 
de Tune de ses droites A placée verticalement ou horizon* 
talement ; trouver son mouvement. On prendra des axes de 
référence liés invariablement au plan : Ox sur A, Oy perpen- 
diculaire dans le plan (§ 82). Déterminer la réaction à chaque 
instant. 

Ex. 217. Étudier le mouvement d'un point pesant mobile 
sans^ frottement sur un cylindre de révolution qui tourne, 
d'un mouvement uniforme donné, autour de l'une de ses 
génératrices Oz placée verticalement. On prendra des axes 
de référence Ox, Oy, Oz, liés invariablement au cylindre ; 
le point sera défini par ses coordonnées cylindro-polaires 
(§ 82), Déterminer la réaction à chaque instant. 

185. Stabilité de l'équilibre d'un point matériel. —. 
Il n'est pas possible pratiquement d'abandonner 
rigoureusement un point matériel M en l'une de ses 
positions d'équilibre, avec une vitesse rigoureusement 
nidle ; on est ainsi conduit à étudier la stabilité de 
l'équilibre. Une position d'équilibre est dite stable, si 
le point abandonné avec une vitesse suffisamment 
petite, dans le voisinage de cette position, en demeure 
très rapproché pendant toute la durée du mouvement 
qui se produit. Elle est instable dans le cas contraire. 

Un point matériel étant libre, ou mobile sans frotte- 
ment sur une courbe fixe, ou mobile sans frottement 
sur une surface fixe, et étant soumis, outre la réaction 
de la courbe ou de la surface, à une force donnée F 
admettant une fonction de forces \J{x, ?/, z), la r(<chercli<^ 
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des positions d'équilibre éqtiivaut analytiquement à 
la recherche des positions de l'espace, de la courbe, 
ou de la surface, pour lesquelles la fonction de forces U 
. est maximum ou minimum (ex. 196, 207). 

Les 'positions d'équilibre stable sont celles pour lesquelles 
la jonction des forces tJ est un maximum isolé. On se 
rend compte d'ailleurs simplement par le théorème 
de la force vive que, si la fonction U est maximum 
en un point A, dans l'espace, sur la courbe, ou sur la 
surface donnée, le mouvement du point, abandonné 
en Mo, près de A avec une vitesse faible Vq, sera d'ampli- 
tude très petite. 

Ce théorème de la force vive donne en effet 

- mv* = U — Uo + - mvoS 

la réaction de la courbe ou de la surface ayant un ttavail 
nul. On a donc, pendant tout le mouvement, 

U > Uo — - mvo*. 

On peut prendre le point Mo assez près de A, et la vitesse 

Vq assez petite, pour que Uq — ^wî-v©* soit aussi voisin 

que l'on veut du maximum 11^. U reste donc voisin 
do Ua et le mobile reste très près de A, pendant tout 
le mouvement. 

Le frottement, introduisant un terme négatif dans 
le second membre de l'équation de la force vive, favo- 
rise la stabilité. 

La notion de stabilité s'étend aux systèmes matériels. 

186. D'un autre point de vue, si A est une position 
d'équilibre, correspondant à un maximum Ua de la 
fonction des forces, la force F est nulle, ou normale 
à la courbe, ou normale à la surface. Le long de tout 
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petit arc AM issu de A, TJ décroît, et le travail de la 
force F est, par suite, négatif et décroît ; il en résulte 
que, en tout point M voisin de A, dans l'espace, sur la 
courbe, ou sur la surface, la force F fait un angle aigu 
avec la demi -tangente à Tare AM, dirigée de M vers A. 
On conçoit, dans ces conditions, que la force F tende 
à retenir le mobile dans le voisinage de A ; on conçoit 
également que si, par exemple, U^ était un minimum, 
la force F tendrait à écarter le mobile de la position 
d'équilibre A. 

Ex. 218» Les positions d'équilibre stable d'un point pesant 
sans frottement sur une courbe ou sur une surface fixe, sont 
les points de cette courbe ou de cette surface plus bas que 
les points voisin^. 

Ex. 219. Dans Tex. 169, étudier la stabilité de l'équilibre ; 
comparer à l'ex. 188. 

Ex. 220. Étudier a stabilité de l'équilibre relatif sans 
frottement, dans les ex 204, 205, 206. 

Ex. 221, Étudier la stabilité de l'équilibre d'un point maté 
riel sans frottement sur un ellipsoïde ou un hyperboloïde, 
la force donnée étant une attraction ou une répulsion émanant 
du centre. 

187. Influence de la rotation de la terre. — Dans les 
exercices étudiés ou proposés jusqu'ici, j'ai employé 
ou j'ai supposé que le lecteur emploierait la règle appro- 
chée du § 92. Pour rendre compte de certaines expé- 
riences de précision, il est nécessaire d'introduire la 

force d'inertie complémentaire — m Je négligée jus- 
qu'ici, force fictive due à la rotation oj de la terre par 

rapport aux axes absolus. Une autre force 'm (,i — Jt), 
due à la différence entre l'attraction des astres à la 
surface et l'attraction au centre de la terre a été négligée, 
mais elle est excessivement petite, et l'on ne peut rien 

faire pour l'augmenter. Au contraire la force — mJc est 
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d'autant plus grande que la vitesse v de l'élémeiit m 

par rapport à la terre est plus grande. On peut, en 

augmentant cette vitesse et la précision des expériences, 

mettre en évidence son influence. 

-♦• 
L'accéléfation de Coriolis J^de l'élément m étant le 

double du produit vectoriel oj x v, la force d'inertie 

->- 
complémentaire — wi J^ a pour projections sur trois axes 

rectangulaires liés invariablement à la terre 




Ex. 222. Etudier l'influence de la rotation de la terre sur 
un point matériel pesant abandonné sans Vitesse initiale. 
La correction étant très petite, le point tombe sensiblement 
suivant la verticale avec une vitesse qui, au bout du temps t^ 
vaut sensiblement gt II est légitime d'utiliser cette valeur 
approchée pour le calcul de la correction. Montrer, en partant 
de là, que le mobile est dévié vers J'est de la quantité 

0) cos X -^ (X latitude astronomique du lieu, t durée de la 

chute). Les expériences de Reich à Freiberg (X = 51°) en 1831, 
sur un corps tombant de 158°^, ont donné une déviation de 
28»'» ; comparer ce résultat au calcul. 

Ex, 223. Un projectile d* artillerie est dévié vers la droite 
du plan de tir d'une quantité indépendante de l'sizimut a dans 
lequel on tire ; sa portée est augmentée, si on tire vers l'est, 
diminuée si on tire vers l'ouest. Montrer cette influence en 
supposant, à la latitude 48° 50' un projectile lancé avec une 
vitesse de 800"-* ; la portée sera supposée de lO""", la durée du 
trajet 17% l'angle de chute 9° 30'. La vitesse sera supposée dé- 
croître suivant la loi approximative : v = 800 — 31 < -f 0,62 /*. 
Montrer que la déviation latérale est approximativement 10'" ; 
la variation de portée est approximativement 53 sin a mè- 

.tres. Pour le calcul de — wJc, on supposera que la vitesse est 
restée sensiblement horizontale ; de plus on ne tiendra pîvs 
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«ompte de la répercussion de la déformation de la trajec- 
toire sur, la direction de la résistance de l'air (les chiffres 
précédents sont ainsi trop forts, les chiffres exacts seraient 
S^,30 et 46 sin a mètres) (i). 

Ex. 224. Montrer qu'un point matériel, glissant sans frotte- 
ment sur une table horizontale, décrit avec une vitesse cons- 

V 

tante v, un arc de cercle de rayon z: ; — - • Ce rayon est 

2 o) sin A. 

considérable : pour une vitesse de 1™*», il vaudrait 10^". (On 
projettera les forces sur la normale à la trajectoire inconnue.) 
Ces r^ultats ne sont valables que sur une étendue assez res- 
treinte pour que la direction de la pesanteur puisse être con- 
sidérée comme sensiblement constante. 

Ex. 225. Influence de la rotation de la terre sur un pendule 
formé d'une masse suspendue 
à> un point fixe par un fil in- 
-extensible {pendule de Fou- 
<:auU). 

Foucault, dans une expé- 
rience célèbre (1851), expé- 
rience répétée depuis à diffé- 
rentes reprises, mit en évidence 
que le plan d'oscillation d'un 
pendule tourne lentement au- 
tour de la verticale dans le 
sens du mouvement diurne ; 
la vitesse angulaire de ce 
mouvement est de un tour en 
32 h. environ à Paris. Ce phé- 
nomène est dû à la rotation 
de la terre par rapport aux 
axes absolus. Soit à chercher 
l'écart produit par cette rota- 
tion au bout d'une demi-oscil- 

iation. Ox et Oy étant deux axes rectangulaires horizontaux 
issus du point O, projection du point de suspension sur un 
plan horizontal (fig. 76), la position initiale se projetant en M^ 




Fig. 76. 



(1) Le projectile subit une autre déviation transversale 
{ici une quarantaine de mètres) due à sa (rotation sur lui- 
même, et à la résistance de l'air (vol. II, ^phénomènes gyros- 
copiques). 
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sur Ox (OMq = a), montrer que l'équation du mouvement 
projeté sur Oy est 

d*y , g dx 

dz 
si l'on néglige la composante -=7 de la vitesse dans le calcul du 

terme correctif, et si Ton remplace la tension du fil par sa 
valeur approchée mg (§ 179). En remplaçant dans ce même 

terme correctif x par son expression approchée a cos à /^ ^ 

(§ 180), et intégrant l'équation linéaire ainsi obtenue, on 
obtiendra : 



^"'(vV'"\/f'-''.'^sA)' 



2/ = a 0) SI 1 
d'où l'on déduira que, pendant la demi-oscillation, 

l'écart y croît de à a w sin >. .ttW-» si donc on ne porte 

son attention que sur les positions extrêmes, ce que l'on faisait 
dans l'expérience de Foucault, on voit que tout se passe 

comme si, pendant ce temps nk/L- le plan d'oscillation avait 

V g 

tourné avec la vitesse w sin X autour de la verticale. 

Dans l'expérience de FoucauU, on avait l = 67™, a = 3™, 
l'écart par demi-osciUation était 1°*™2. 

L'accord entre la théorie précédente, ou mieux, entre une 
théorie précise et l'expérience de Foucault, ne prouve pas 
la rotation de la terre sur elle-même, ce qui n'a aucun sens, 
mais il justifie a posteriori les lois de la mécanique, telles 
qu'elles ont été données, y compris l'existence d'axes absolus 
ayant une direction fixe par rapport aux étoiles. 

188. La mise en équations précise des problèmes pré- 
cédents peut se faire commodément soit en prenant 
comme axes liés à la terre un3 parallèle Sud-Nord à 
Taxe du monde (0^), une horizontale Est-Ouest (Ox) et 
Oy parallèle au plan de Téquateur, soit en prenant 
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comme axes liés à la terre une verticale ascendante 
(O^^i), une horizontale Est- Ouest {Oxi), et une horizon- 
tale Nord -Sud (O^j). On écrit alors les équations sous la 
forme 

Ex. 226. Montrer, à Taide des axes Ox, Oy, Oz (§ 188), 
que le mouvement d'un point matériel pesant, abandonné 
sans vitesse dans le vide, n'est pas influencé par la rotation 
de la~^ terre en projection sur l'axe du monde ; sa trajectoire 
se projette sur le plan de Téquateur suivant un arc de cycloïde 

engendré par un cercle de rayon — r — r- roulant sur une droite 

avec une vitesse angulaire 2 ,). On obtient ce résultat rapide- 
ment ^en ajoutant les^deux premières équations, après avoir 

multiplié la seconde par i = \/ — 1, et résolvant l'équation 
en u = X -{• yi ainsi formée ; la construction géométrique 
du point («, y), représentant l'expression trouvée pour l'ima- 
ginaire u, met en évidence la cycloïde. Evaluer numérique- 
ment le rayon du cercle générateur. 

Ex, 227. Faire la théorie du pendule de FoucauU en uti- 
lisant les axes Ox^, Oy^, Oz^ (§ 188), le point de suspension 
étant pris à l'origine des axes ; on y remplacera la tension 
du fil par la valeur approchée mg, et l'on négligera les termes 

dz 
en to -T.- Procédant comme dans l'exercice précédent, on 
dt , 

formera l'équation en u = x -{• yi, dont on construira géomé- 
triquement la solution ; montrer que la projection horizon- 
tale de la trajectoire est une hypocycloîde obtenue en faisant 

rouler un cercle de rayon — - — - Il — w sin X V /- ) 

cercle de rayon l sin a ; les rebroussements sont les points 
extrêmes de chaque oscillation. 

Ex. 228. Si l'action de la pesanteur sur un point matériel 
était brusquement supprimée, le point partant du repos 
décrirait un arc de développante de cercle ; démontrer cette 
proposition, soit au moyen des axes Ox, Oy, Oz (§ 188), soit 
en prenant des axes de direction fixe issus du centre de la 
terre. 
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